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AS mum 


本 书 主要 讲述 大 范围 蒙受 几何 的 研究 中 具有 重要 意义 的 五 个 专题 ， 内 容 包括 
Hodge 理 论 ， 和 乐 群 ， 非 紧 非 负 曲 率 流 形 的 结构 ，Gauss-Bonnet m, RRB 
的 收敛 性 等 。 本 书 反 映 了 大 范围 歼 受 几何 研究 的 概 效 ， 有 些 内 容 是 首次 以 讲义 的 形式 
作 系统 的 讲解 。 便 如。 详细 给 出 Hodge 定理 的 一 个 完备 的 初等 证 明 ， 比较 全 面 地 综 
述 和 乐 群 理论 的 过 去 和 现状 ， 以 及 在 当代 几何 研究 中 的 寂 用 ， LES EZ EX 
Gauss-Bonnet 定理 的 内 在 证 明 ， 介 绍 了 Gromov X 于 R BOULE c SUE I SEE, 
把 读者 带 进 大 范围 黎 喝 几何 的 最 新 领域 。 

本 书 叙 述 条 理 清楚 ， 扒 理 严谨 ， 富 有 启发 性 。 本 书 还 特别 注重 介绍 黎 曼 儿 何 的 历 
史 背 景 、 基 本 思想 以 及 各 专题 之 同 的 内 在 联系 。 

本 书 可 作为 综合 大 学 、 师 范 院 校 数学 系 高 年 级 学 生 选 修 课 教材 和 研究 生 教 材 ， 也 
是 广大 数学 工作 者 了 解 大 范围 楷 受 几何 课题 的 重要 参考 蔬 。 
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说 明 


此 丛书 是 以 数学 、 计 算数 学 、 概 率 统计 及 有 关 专 业 的 高 
年 级 学 生 、 研 究 生 、 青 年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 
的 出 版 物 。 从 书 特点 是 内 容 新 颖 ， 力 图 反映 现代 数学 的 新 成 
和 就， 叙述 精练 ， 约 相当 于 一 学 期 周 学 时 为 3 的 研究 生 课程 的 
取材 。 我 们 编辑 出 版 此 丛书 的 主要 目的 是 为 了 适 应 RNB 
家 培养 研究 生 的 需要 ， 同 时 ， 又 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 年 
级 佬 修 课程 的 参考 书 ， 为 提高 本 科 生 的 教学 质 最 贡献 一 份 力 
t. 

我 们 诚 恩 地 希望 ， 广 大 读者 对 于 书目 的 选择 ， 内 容 的 取 
材 提出 宝贵 意见 ， 作 为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 。 
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一 九 八 一 年 元 月 
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在 本 书 出 版 之 际 ， 请 多 许 我 把 这 本 书 酝酿 和 写作 的 过 程 作 一 
番 介 绍 ， 这 对 读者 更 好 地 了 解 本 书 也许 是 有 帮助 的 。 

本 书 的 第 一 作者 伍 渔 申 是 美国 伯克利 加 州 大 学 数学 系 教授 。 
他 的 专长 包括 黎 曼 几 何 、 复 几何 和 复 分 析 。 难 能 可 贵 的 是 他 热心 
于 祖国 数学 事业 的 振兴 ， 特 别 关心 国内 年 青 数学 家 的 培养 工作 。 
十 多 年 来 ， 他 数 次 回国 讲学 ， 每 次 讲学 都 提供 了 丰富 的 材料 和 信 
息 ， 供 国内 同行 继续 讨论 和 研究 。 本 书 已 是 他 在 国内 正式 出 版 的 
第 三 本 书 9 。 

为 了 强化 国内 数学 研究 生 的 培养 工作 ， 提 高 研究 生 数 学 课程 
的 教学 水 平 ， 在 陈省身 教授 等 著名 美 籍 华人 数学 家 的 倡导 和 组 织 
下 ， 从 1984 年 暑期 开始 举办 数学 系 研究 生 暑期 教学 中 心 的 活动 . 
伍 鸿 照 教授 应 洲 在 1984 年 第 一 期 时 期 中 心 〈 设 在 北京 大 学 ?开设 
“微分 几何 ”课程 ， 这 个 课程 是 大 范围 黎 曼 几何 的 引 论 ， 其 讲稿 
就 是 已 经 出 版 的 《 黎 曼 几何 初步 ?. 这 个 课程 深 受 同学 们 的 欢迎 和 
喜爱 ， 并 且 上 述 讲义 的 正式 出 版 对 国内 的 微分 几何 教学 工作 已 经 
产生 了 重大 的 影响 。 同 学 们 的 学 习 热情 使 伍 汐 娩 教 授 大 受 总 舞 。 
他 感到 ， 由 于 暑期 中 心 的 课时 的 限制 ， 不 可 能 对 于 大 范围 黎 曼 几 


O 伍 鸿 眉 教 授 在 图 内 正式 出 版 的 另外 两 本 书 是 
EAM, BUR, RES, KREAKJE, HHRMA, AL, 1981, 
ESE, WAS, RAK, RELAIS, LRAF MMA, LR, 1089. 
另外 ， 伍 鸿 床 教 授 在 北京 第 一 次 双 徽 会 议 上 的 系列 讲座 《微分 几何 中 的 Bochner 
技巧 》 的 中 译本 〈 石 替 译 》 刊 登 在 数学 进展 第 10 C1981) 和 第 11 卷 (1982) 上 。 
这 本 讲义 已 经 作者 充实 ， 作 为 专著 出 版 ， 
H.Wu，The Bochner Technique in Differential Geometry， 
Math. Reports, Volume 3,Part 2,Harwood Academic Publishers, 
London-Paris,1988 , i 
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何 的 一 些 课题 作 充 分 的 阐述 和 讨论 ， 因 此 希望 有 机 会 在 国内 比较 
深入 地 再 讲 几 个 专题 。 正 是 在 这 种 考虑 下 ， 他 不 辞 辛 昔 在 1985 
年 再 度 回国 讲学 ， 在 北京 大 学 用 了 三 周 时 间 讲 了 五 个 专题 ， 他 的 
讲稿 就 是 本 书 的 前 身 。 

从 本 书 的 目录 可 以 知道 ， 伍 鸿 昭 教授 的 讲演 所 涉及 的 面 是 十 
分 广泛 的 ， 每 一 个 专题 都 是 大 范围 黎 曼 几 何 中 非常 重要 的 一 个 方 
面 ， 而 在 它们 之 间 又 有 深刻 的 联系 .例如 ,Hodge MEF T RE 
上 大 范围 分 析 的 最 光辉 的 篇 章 , 陈 省 身 的 关于 Gauss-Bonnet 定理 
的 内 在 证 明 开创 了 大 范 围 微分 儿 何 的 新 纪元 ， 对 微分 几何 的 发 
展 有 着 不 可 磨灭 的 功绩 。 本 书 的 第 一 章 和 第 四 章 分 别 就 歼 曼 几何 
的 这 两 大 理论 作 了 相当 完整 的 叙述 。 第 三 章 所 讨论 的 黎 曼 流 形 的 
结构 曾经 是 七 十 年 代 微 分 几何 的 一 个 中 心 课题 ， 至 今 仍然 是 非常 
活跃 的 一 个 方面 .第 五 章 则 是 讨论 Gromov 近年 来 所 提出 的 黎 曼 
度量 的 收 化 性 定理 ， 它 们 的 研究 正方 兴 未 父 ， 而 且 在 微分 几何 研 
究 中 已 经 有 广泛 的 应 用 .特别 要 提 及 的 是 第 二 章 . 和 乐 群 曾经 是 被 
寄予 厚望 的 重要 概念 ,由 于 Berger 的 工作 认识 到 和 乐 群 的 可 能 的 
类 型 是 极其 有 限 的 ， 于 是 它 的 重要 性 减弱 了 ， 几 乎 没有 现存 的 文 
献 对 和 乐 群 理论 作 过 系统 的 介绍 。 但 是 ， 和 乐 群 的 概念 和 理论 在 
当前 一 些 重要 的 研究 工作 中 起 着 不 可 缺少 的 作用 ， 因 此 伍 酋 申 教 
授 化 了 相当 大 的 气力 增补 了 原 讲稿 的 第 二 章 ， 希 望 它 成 为 和 乐 群 、 
的 最 系统 .最 详尽 的 引 论 。 应 该 指出 的 是 ,在 第 二 章 的 增补 稿 几乎 
完成 八成 的 了 时候,A.Besse 的 专著 《Einstein Manifolds» 出 版 了 ， 
其 中 对 于 和 乐 群 的 过 去 、 现 状 和 应 用 首次 作 了 系统 的 介绍 ， 这 未 
免 使 第 二 章 的 价值 受到 影响 。 但 是 把 两 者 对 比 之 后 会 感到 ， 它 们 
实在 是 相得益彰 、 相 辅 相 成 的 。 

我 很 高 兴 能 够 作为 协作 者 为 本 书 的 问世 尽 微薄 之 劳 。 更 为 庆 
幸 的 是 ， 我 能 作为 本 书 的 第 一 个 读者 从 中 汲取 丰富 的 营养 。 我 们 
希望 这 本 书 能 为 广大 的 青年 读者 揭示 黎 曼 儿 何 的 瑰丽 的 一 角 ， 更 
希望 能 够 以 此 吸引 有 志 者 来 开拓 其 中 的 新 天 地 。 
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最 后 ， 我 们 感谢 责任 编辑 刘 勇 周志 为 本 书 的 出 版 付出 的 辛勤 
劳动 ， 同 时 感谢 北京 大 学 出 版 社 的 同志 们 对 于 几何 教材 的 建设 给 


予 的 长 期 的 、 一 贯 的 支持 。 


BS 
1088 年 6 月 于 北京 大 学 
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在 1985 年 夏天 ,我 有 幸 在 北京 大 学 讲 了 近 一 个 月 的 课 。 这 本 
书 是 根据 这 个 课 的 讲义 编写 而 成 的 。 

粗略 地 说 ， 第 三 、 四 、 五 这 三 章 基 本 上 就 是 我 当时 的 讲稿 ， 
但 是 单 从 第 一 、 二 章 的 长 短 ， 读 者 就 立刻 可 以 看 到 这 两 章 的 材料 
远 远 不 是 在 一 ,两 个 月 内 所 能 讲 完 的 .第 一 章 所 讨论 的 Hodge 理 
论 ， 当 时 因为 时 间 所 限 ， 我 没 法 将 主要 定理 的 证 明 解 释 详 尽 。 回 
到 美国 后 ， 我 对 这 个 证 明 进行 了 仔细 加 工 ， 现 在 读 起 来 就 比较 完 
整 了 .但 是 改动 得 最 厉害 的 是 第 二 章 ( 和 乐 群 ) ,这 一 章 是 我 花 了 相 
当 多 时 间 完 全 重 写 的 。 这 是 书 内 最 长 的 一 章 ， 同 时 也 可 以 说 是 这 
本 书 最 重要 的 一 章 。 在 这 一 章 内 我 有 机 会 向 读者 介绍 一 下 和 乐 群 
理论 在 过 去 五 十 年 来 的 历史 。 多 多 少 少 这 也 反映 了 几何 学 本 身 在 
过 去 五 十 年 来 的 进展 。 在 阐述 这 段 历史 的 过 程 中 ， 我 向 读者 介绍 
了 几何 学 内 相当 多 的 基本 理论 〈 对 称 空间 ， 殖 复 流 形 ，Kahler JL 
何 ， 等 等 ) .希望 有 了 这 个 历史 背景 ， 读 者 会 对 这 些 似乎 互 不 相关 
的 题目 有 加 深 的 了 解 。 同 时 我 也 希望 读者 能 够 在 这 一 章 内 找到 一 
些 在 别 的 地 方 找 不 到 的 资料 。 

对 于 这 本 书 的 内 容 ， 我 想 再 加 两 个 按 语 。 首 先 ， 第 一 章 可 以 
说 是 几何 学 内 线性 分 析 的 一 个 初步 介绍 ， 我 故意 不 用 广义 函数 或 
伟 里 叶 级 数 ， 而 只 用 Sobolev 空间 来 给 Hodge 定理 作 一 个 完备 的 
初等 证 明 。 这 是 一 个 尝试 。 虽 然 在 某 些 地 方 这 个 证 明 变 得 略为 累 
费 ， 但 是 利害 相 比 之 下 ， 我 还 是 觉得 值得 这 样 做 ， 其 次 ， 在 挑选 
书 内 这 五 个 不 同 的 题目 时 ， 我 没有 想到 这 些 题目 之 闻 是 否 有 任何 
联系 的 问题 。 而 事实 上 是 有 的 。 例 如 , de Rham 分 解 定理 在 第 二 、 
三 章 内 都 占有 一 个 重要 的 位 置 。 又 例如 Gauss-Bonnet jg 理 不 但 
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是 第 四 章 的 题目 ， 而 且 在 第 一 章 内 也 很 自然 地 出 现 了 。 所 以 将 这 
五 章 收集 而 成 书 ， 倒 是 顺理成章 了 。 

我 很 幸运 有 陈 维 桓 同志 将 我 的 初稿 整理 一 遍 才 付 印 。 从 他 的 
来 信 所 提出 的 很 多 问题 ， 使 我 立刻 知道 这 本 书 的 可 读 性 晤 会 经 过 
他 的 努力 而 大 大 提高 的 。 他 改 掉 了 原稿 内 很 多 的 小 错漏 ， 将 有 些 
证 明 的 铺 叙 方式 合理 化 ， 改 善 了 很 多 生硬 的 句子 ， 同 时 也 负 起 了 
定稿 和 付 印 方面 的 所 有 责任 。 我 非常 感谢 他 对 这 本 书 的 贡献 , 

这 是 一 本 选 讲 ， 而 不 是 一 本 初等 的 读物 。 所 以 ,一 方面 ,在 编 
写 时 我 没有 受到 一 定 要 介绍 所 有 必需 介绍 的 是 目的 压力 。 事 实 上 
目前 微分 几何 是 一 门 很 大 的 学 问 。 在 五 十 年 前 ， 数 学 家 们 基本 上 
已 放弃 了 作 数 学 办 全 才 的 希望 ， 因 为 在 那 时 数学 本 身 已 发 展 得 太 
快 ， 而 且 包 含 的 内 容 已 太 广 。 时 至 今日 ， 是 否 有 一 个 几何 学 家 敢 
自称 几何 学 全 才 实 在 是 很 成 疑问 .所 以 选 讲 就 是 清楚 地 说 明 , 我 只 
想 挑 几 个 有 意思 的 题目 向 读者 作 一 个 小 介绍 。 另 一 方面 ， 如 果 时 
间 和 学 识 容许 我 这 样 做 ， 我 是 很 希望 利用 选 讲 ， 来 向 读者 作 一 个 
几何 学 上 非 线性 分 析 的 人 门 性 讲述 的 。 很 遗憾 我 不 能 这 样 做 。 目 
前 好 像 还 没有 这 方面 的 一 本 好 书 。 读 者 如 果 有 兴趣 ， 则 只 好 自己 
去 读 原来 的 文献 。 

这 本 书 的 另 一 个 特点 就 是 比较 注重 技巧 性 以 外 的 全 面 观点 ， 
而 忽略 定理 本 身 详 细 的 证 明 。 并 不 是 说 这 本 书 没有 证 明 任何 一 条 
定理 。 相 反 地 ， 很 多 容易 被 初学 者 忽略 的 小 地 方 ， 我 是 特别 加 工 
说 得 详尽 的 〈 例 如 第 三 章 内 定理 1 的 证 明 ). 但 是 对 比 之 下 ， 书 内 
被 证 明 的 定理 ， 是 远 比 书 内 所 提 及 而 没有 证 明 的 定理 来 得 少 . 
这 里 所 牵涉 到 的 一 个 想法 就 是 ， 一 个 初学 者 到 了 某 个 阶段 ， 了 解 
怎样 去 用 一 条 定理 有 时 是 远 比 懂得 怎样 证 明 这 条 定理 来 得 重要 。 
我 有 一 个 感觉 ， 就 是 国内 的 数学 教育 有 时 过 分 注重 证 明 内 每 一 步 
的 逻辑 性 ， 而 忽略 了 很 多 其 它 同 样 重要 的 问题 。 例 如 ， 从 直观 上 
去 理解 为 什么 这 条 定理 是 正确 的 ? 为 什么 这 条 定理 是 重要 的 ? 为 
什么 需要 这 条 定理 ? 这 条 定理 的 要 点 在 哪里 ? 正 因为 这 本 书 少 给 
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证 明 ， 所 以 我 才 有 机 会 对 这 种 问题 作 一 个 粗浅 的 讨论 。 也 许 这 是 
对 目前 数学 教育 的 一 个 小 贡献 。 


[d 
1988 年 12 月 20 日 于 加 州 伯 克利 
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第 一 章 Hodge 理论 


在 阐述 Hodge 定理 之 前 ， 我 们 先 复习 一 下 de Rham 定理 ( 参 
堵 [RJ)。 设 M 是 紧 致 的 n 维 微分 流 形 ，A?C(M) 是 M 上 所 有 的 光 


A p- 形 式 构成 的 向 量 空间 。 命 4*(M) = © 4?(M)， 这 是 M 上 


了 了 -0 
的 外 微分 代数 。 在 这 个 代数 上 ， 我 们 有 外 微分 运算 d:A*(M) 一 
A*(M), WE dCAPCM)) CA?P* CM). fir 
Z?(M) = ker(d: AP(M)-- A? CM)) 
-(9€ AP(M): dP - 0), 
E*(M) =d(4P-ICM))。 : 
Z*CMYfI BE?CM) 都 是 向 量 空间 ， 根 据 外 微分 的 定义 可 知 E? CM) 
是 Z?CM) 的 子 空间 ，Z?CM) 中 的 元 素 称 为 闭 形 式 ，E?(M) 中 的 
元 素 称 为 恰当 形式 。 根 据 定义 ， 第 p 个 de Rham 上 同调 群 是 
H?(M)=Z?(M)/E?(M), p=0,1,",n, 

de Rham 定理 说 ，H?CM) 与 M 的 第 Pp 个 实 系数 奇异 上 同调 群 
H3(M,R) 是 同 构 的 。 根 据 M 的 紧 致 性 以 及 代数 拓扑 理论 ， 
Hi(M, DARE, A dim H?(M)<+00, 

Hodge 定理 的 主要 内 容 ， 可 以 说 是 通过 在 微分 流 形 M 上 引进 
一 个 黎 曼 度量 来 研究 拓扑 不 变量 H3CM,R)。 这 个 想法 是 非常 大 
胆 的 ， 因 为 黎 曼 度量 与 H8CM,R) 看 上 去 是 完全 不 相干 的 , 所 以 
这 个 做 法 好 像 使 原来 的 问题 复杂 化 了 。 但 事实 上 这 使 问题 得 到 简 
化 。 说 得 更 详细 一 点 ， 根 据 定义 ，de Rham 上 同 调 群 H?CM) 的 
每 一 个 元 素 是 一 个 陪 集 。 从 运算 的 角度 来 讲 , 陪 集 是 难以 处 理 的 . 
普通 的 办 法 是 在 陪 集中 挑 一 个 代表 。 问 题 是 如 何 去 挑 一 个 最 好 的 
代表 来 简化 一 般 的 运算 。 举 例 来 说 ， 根 据 有 理 数 域 Q 的 定义 , 整 


1 


数 3 EXUACREBOR RIS, Jer e iiS, 
入，…] 的 一 个 代表 。 显然 我 们 习惯 了 用 这 个 代表 而 不 用 等 价 类 本 


身 ， 而 且 我 们 懂得 选取 3( = -3 ) 作 为 这 个 等 价 类 的 代表 而 不 选取 


-48/(-16), 或 210/70。 这 就 充分 说 明了 挑选 一 个 最 好 的 代表 
的 重要 性 。Hodge 的 杰出 想法 就 是 借助 于 黎 曼 度量 ， 在 每 个 陪 集 
a+ BEPCM) 内 挑 出 一 个 所 谓 调和 形式 的 代表 ， 而 且 证 明了 这 个 调 
和 形式 在 每 个 陪 集 内 的 唯一 性 。 所 以 H?(M) 就 与 所 有 p BY 的 调 
和 形式 张 成 的 向 量 空间 v? 同 构 。 由 于 这 些 调和 形式 都 是 椭圆 
方程 Ac= 0 的 解 ， 所 以 从 经 典 的 椭圆 方程 理论 〈 见 下 文 》 可 知 
Ae? 一 定 是 有 限 维 的 。 既 然 已 经 知道 HECM, RO) EH" OD) =e? 
Gib essen BE), 所 以 HEM, R) 一 定 是 有 限 维 的 。 这 样 , 我 们 
就 倒 过 来 用 分 析 的 方法 证 明了 上 面 所 说 过 的 拓扑 结论 。 从 Hodge 
定理 中 这 个 最 平凡 的 应 用 ， 我 们 可 以 体会 到 为 什么 这 个 理论 是 值 
得 学 习 的 。 下 面 开始 技术 性 的 讨论 。 

为 此 ,在 M 上 引进 黎 曼 度量 <，>。 若 9",yE A?( 在 不 会 产生 混 
淆 时 ,我 们 把 APM) BIA A”) MATE P A y HARK, p> 
WTF: 设 X10 Xs 构成 局 部 单位 正 交 标 架 场 ， 即 CX4 ,Xj> = 
6414。 设 {01,……,w"} 是 {X41} 的 对 侦 余 标 架 场 ， 即 ot OX) 7j. 
我 们 规定 这 些 1- 形 式 是 彼此 单位 正 交 的 , 即 Cot ,of> =511。 如 果 


9,9 JE 1 形式， 设 8= Dd) 9,08, w= D>) uo) RI 
1 B 


<, p= S Pt bi. 
i 


请 读者 验证 , o, DELS MM i RX EREE 

的 .这 样 ， 每 一 个 余 切 空间 MEE M) 成 为 内 积 空间 ,外 形式 空间 

A? M2 也 自然 地 成 为 内 积 空间 , 因而 对 于 9,9 € AP, 9, V» 是 有 定 

义 的 。 具 体 地 说 ,对 于 上 面 的 余 标 架 场 {o}， 规定 局 部 的 p 次 外 
2 


MARHA A e Aot pic <p ERA AER. 车 
WE 0,9 € AP 的 局 部 表达 式 分 别 是 
p= > Pi smtp oii N NWP, 


died p 


v= S) tpp tA AP, 
ty<v<tp 


TÉ 
p= Sj fa, C) * Viu, CO. a) 
L 


REST 
利用 初等 线性 代数 容易 证 明 ， 上 述 定义 与 局 部 标 架 场 {o!} 的 选取 
ER. 
现 设 M 为 有 定向 流 形 〈 参 看 [W3], §6 定理 7 后 面 的 讨论 ). 
下 面 我 们 所 考虑 的 标 架 场 和 余 标 架 场 都 是 指 与 M 的 定向 相 一 致 的 
标 架 场 和 余 标 架 场 。 因 此 ， 当 我 们 说 {o'} 是 M 的 一 个 局 部 余 标 架 
it, eA Ac" 恰好 是 M 上 与 定向 一 致 的 体积 元 素 ， 记 作 a. 
现在 我 们 定义 极为 重要 的 Hodge 星 算 子 ， 亦 称 * 算 子 (参考 
[W3], $ 12)。# 算 子 把 p 次 微分 式 映 为 nr-p 次 微分 式 , HIE : A? 
一 A"-?， 并 且 它 是 从 A? 到 4"-? 的 A"- 模 同 态 .因此 只 要 对 AP 
的 局 部 基底 场 定义 * 就 够 了 . 若 {o!} 是 任意 的 单位 正 交 余 标 架 场 ， 
则 命 
*(9! Ao AoP) 2 oP* Ae Aon, 
db 1<n<…<ip<m 是 任意 一 组 指标 ， 而 tp. rms 是 它 的 相 
补 指标 组 ， 则 
(oti, e uf p, wiper, em, oi nci, Eg oi 
仍 是 余 标 架 场 ， 其 中 
1， ns E Leun 的 偶 排列 ， 
Ermtn=| 7b LET E SLM 的 奇 排列 ， 
0, 其 余 情 形 。 
因此 ， 由 前 面 的 规定 ， 我 们 有 


ato'n} 


Cofi A Ao!) sey 4 vi pei A A otn, 


f= > Fiapo PA Ao P, 


[EI 
则 由 *# 算 子 的 ho- 线 性 的 性 质 得 到 
Mo D fnt O Am Aol?) 
i 


[IM 


i t 
= 之 £4 af a ap 9 P1 AR AG, 
MT 
ipei n 


容易 证 明 , e 算 子 的 上 述 定义 与 {o 妇 的 选取 是 无 关 的 。 事 实 上 ,对 
于 任意 两 个 ?,yE AT ,我 们 有 

9$A*j-49,9»Q; 
HA * 算 子 可 以 通过 上 式 唯 一 确定 。 


根据 定义 直接 可 得 
*Q-1, *1=0, (2) 
sep =C(-1)P"*P9, YOEA?, (3) 
由 此 可 知 
LP p> - 9,5, VOWEAP, a 
实际 上 


€*9,*)5Q = (P) A Gu) 
=(=- 1)?" P49) Ap 29 Are 


=p, PQ, 


因此 
C9,» = 9,9» = PD. 


35 ok 算 子 ， 可 以 定义 另 一 个 实 线性 算 子 5:42~>42? 1， 即 对 
于 任意 的 9€ A? HE 
8?-2(- D"? dep, 6» 
下 面 我 们 会 看 到 ,6 是 外 微分 算 子 d 的 对 偶 算 子 (这 里 关于 符号 的 
规定 是 令 人 头疼 的 ， 最 可 靠 的 办 法 是 参考 [RJ])。 由 于 d*=0, 故 
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3 6-0. 命 
A=64+46, (6) 


则 A 是 保 型 的 算 子 “ 即 A 把 A? 映 到 A’, RH Laplace MF. WA 


A=(d+5)2。 e) 
现 命 算 子 
P=d+5， (8) 


这 个 一 阶 微分 算 子 是 本 章 的 主要 研究 对 象 之 一 。 这样 ,A= PP. 
营 A? =0,9E A*, 则 称 ”是 调和 形式 。 如 果 M 是 有 平坦 度量 的 
R", 则 经 直接 计算 得 到 

A( X) fnar Am Aas '?) 


fy<r<ip 


af r i 
2 


所 以 ， 在 Rn 中 调和 形式 就 是 系数 为 调和 函数 的 微分 式 。 将 上 式 
用 于 Ra 中 的 光滑 函数 ， 则 可 看 到 这 里 所 定义 的 A 与 通常 在 函数 
论 中 所 用 的 Laplace 算 子 恰好 有 相反 的 符号 。 当 然 ， 符 号 选择 的 
本 身 有 相当 大 的 随意 性 ， 往 往 是 得 失 兼 有 。 我 们 在 这 里 定义 的 人 
尽管 在 作用 到 函数 上 的 时 候 与 通常 的 Laplace 算 子 不 一 致 ， 但 是 
却 保证 了 A 的 正 算 子 性 质 ( 即 人 的 特征 值 丝 之 0, 见 下 文 )。 

在 这 里 我 们 应 该 立刻 指出 一 个 事实 ， 就 是 在 一 般 的 黎 曼 流 形 
M 上 要 具体 地 算出 一 些 调和 形式 的 例子 是 十 分 困难 的 ， 除 非 是 多 
加 一 些 特殊 的 条 件 。 比 方 说 ,从 下 面 的 (19) 和 (20) 式 中 可 以 看 到 ， 
任何 平行 的 外 形式 都 是 调和 形式 。 在 一 般 的 情 况 下 逆 定理 不 成 
立 ， 但 是 在 所 谓 紧 的 对 称 空间 上 (在 第 二 章 我 们 对 这 种 流 形 会 作 
简单 的 介绍 ), 所 有 的 调和 形式 都 是 平行 形式 。 又 在 天 ahler 流 形 
上 ， 其 Kahler 形 式 ( 见 下 面 第 二 章 8 3, 引 理 7 的 证 明 ) 是 平行 
的 ， 所 以 也 必 是 调和 形式 。 在 紧 的 Kühler 流 形 上 ,所 有 全 纯 形式 
也 是 调和 形式 。 除 此 之 外 ， 类 似 的 一 般 性 结果 就 很 少 了 。 


现在 我 们 在 hr = © A? 中 引进 (整体 的 ) 内 积 ( ,). 设 ?,VE 
A?, 命 
epe, coa vr. (9) 


容易 验证 , CW = Cy,9), FAL = 《9,8) 污 0， 且 等 号 成 立 当 且 
仅 当 ft 二 0。 因此 (，,) 是 A? 上 的 内 积 。 若 PE A?,yE A, pHa, Ml 
规定 OW) =0, 于 是 上 面 的 内 积 可 以 扩充 到 外 微分 代数 A*。 
由 (4) 式 我 们 有 
G9, y) = (9,9), 


所 以 * 算 子 是 内 积 空间 CA*,(，, )) 的 等 距 变 换 ,此 外 ,车 f1€ A?-!， 
f,€ A?, 则 
AA Ath) =d fiA FCD?! f Ads, 
=d f A*a +C- D"?! f A *(adef,) 
=dfA*fs -fA*6f,, 
由 于 M 是 紧 致 的 ， 根 据 Stokes 公式 得 到 


f AA fte 


Bn . 
(df, f» 1,642). (10) 
Aik fi zr AF dn 5 BRFARC, ART. 上述 对 偶 性 是 
由 于 算 子 $ 的 定义 中 关于 符号 的 复杂 规定 保证 的 .由 (10) 式 可 知 ， 
了 和 A 都 是 自 对 侦 算 子 。 实 际 上 ， 若 f1,f€ 4*, 则 
Pfi,f2) = (d+6)f,,f2) 
= (df1,f2) + fo fd) = Gs Pfa)» 
Gf of0 = (PP d) fa) 
= (Pfi, Pf) = (f1, Ate) « 
FARR, SITE ANZ, 因为 


(AF) = (OT, Pf) = (af, df) + Gf,8/)20, ai 


所 以 关于 内 积 (，) 算 子 A 是 作用 在 A* 上 的 正 算 子 ， 实 际 上 ,如 果 
AfzA* f, ACR MI 
AQ, D = XA, 020, 
ADO, BD 算 子 A 的 特征 值 是 非 负 的 。 从 (11) 式 可 知 ， 在 紧 致 流 
形 M 上 ,je 4* 是 调和 形式 的 充分 必要 条 件 是 4f =0, 且 6f 70. 
下 面 很 有 用 的 事实 是 Stokes 公式 的 推论 ， 
引 理 1 #/ 是 M 上 的 光滑 函数 ， 则 


Ar aro. 


证 明 根据 (6) 式 我 们 有 


Af .0=(5df)0=*(6df)= -dC(*df), 
所 以 


far «a7 - [ deeds) = -| .ar=0. 


Hodge 定理 的 粗略 说 法 是 ， 若 M 是 紧 致 有 定向 的 " 维 黎 曼 流 
形 ， 则 对 每 一 个 p(0 和 ps<m,H2(CM) 是 有 限 维 的 ,并 且 在 PCM) 
的 每 一 个 元 素 〈 即 陪 集 》 中 存在 唯一 的 一 个 调和 形式 作为 它 的 代 
表 。 ` 

如 果 a 是 属于 陪 集 4AEH?CM) 的 调和 形式 , 则 4 中 的 任意 一 
个 元 素 可 以 表 成 a+ dP, 其 中 BCA? ,因此 
Ja + d£]? = Jal? + 1d81* +2C0,48), 

(a, dB) = (õa, $) = 0, 
fo+dgl? = Jal? + (asi? >[al?, 


等 号 只 在 48 = 0 时 成 立 ， 因 此 调和 形式 ole] EMR A t E 
最 小 的 ， 即 


但 是 
所 以 


Jal = min161.。 
BEA 


所 以 ， 问 题 可 以 归结 为 证 明 在 每 一 个 联 集 4E H' CHO B, FER 
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一 的 一 个 元 素 co, 使 得 1ao| =minl81, 并 且 Ao。 70. 回想 一 下 ， 


处 理 经 典 的 Dirichlet 问题 的 做 法 就 是 这 样 的 ( 见 [WW1], 第 185 一 
188 页 )。 我 们 在 这 里 给 出 的 证 明 不 采取 这 条 路 线 ,而 采用 直接 的 
分 析 方法 。 

Hodge 定 理 无 疑 是 本 世纪 最 伟大 的 定理 之 一 。 要 知道 在 
Hodge 定理 被 发 现 的 时 候 ， 流 形 的 概念 还 没有 确切 的 定义 ， 更 谈 
不 上 在 流 形 上 的 分 析 的 研究 。 而 在 这 种 情况 下 ，Hodge 能 够 作 一 
个 大 突破 ， 对 分 析 和 拓扑 作出 一 个 意 想 不 到 的 密切 联系 ， 从 而 使 
人 们 认识 到 在 紧 流 形 上 有 分 析 可 做 ， 而 且 可 以 用 分 析 去 了 解 流 形 
本 身 的 拓扑 。 这 对 拓扑 和 分 析 以 后 的 发 展 产 E 了 极 其 深远 的 影 
Wü. FTLN, Hodge 定理 起 到 了 一 个 枢纽 的 作用 。 当 前 犬 范围 分 
析 的 一 个 主流 就 是 从 Hodge 定 理 引伸 开 来 的 。 懂 得 了 Hodge zr 
理 的 一 个 直接 好 处 是 ， 对 于 拓扑 学 的 Poincaré 对 侦 定理 会 有 一 个 
在 概念 上 是 正确 的 了 解 .我 们 知道 ,Poincare 对 偶 定理 是 一 个 十 分 
困难 的 定理 。 在 Poincaré 创立 拓扑 学 的 时 候 ， 他 已 经 证 明了 这 个 
定理 ， 而 时 隔 一 百 多 年 的 今天 ， 基 本 上 仍 然 无 法 简化 他 的 证 明 

(Poincaré 的 伟大 由 此 可 见 一 簿 )。 从 Hodge 定理 着 手 , 我 们 能 够 
AB MAD RIG Fh) Poincare 对 偶 定理 。 

我 们 用 n? 麦 示 M 上 全 体 p 次 调和 形式 的 集合 。 显 然 ，A = 

dô + 5d 是 实 线性 算 子 ， 所 以 对 于 y,?E OP?,A4ER 有 

AW +49) = Av + AA? 70, 
Aik p+ Arc ar? dk a? 是 实 向 量 空间 。Hodge 定理 断言 实 疝 量 
空间 多 ? HM zm, MeSH M). DA S R ENLT 


An 
*di-(-1)??*?*!«dsd« 


= (CH) MAH PHVB Lada) o de 


=§dx, 
再 由 (3) 式 得 到 


故 
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*6d = dà», 


xA 2 «(d8 + 5d) 

= (6d + d5)* = Ax, 
由 此 可 见 ， 如 果 9 是 调和 形式 ， 则 *? 也 是 调和 形式 , 即 # 算 子 诗 
eua? Spar? 的 同 态 。 但 是 由 (3) 式 , *+=( -p??*? id: 
A? AP ik sae? e^? 是 同 构 。 利 用 de Rham 定理 ， 我 们 有 

HEM, DSH MSRP ="? 

=H" P (M)SH5 P? (M, R), a2) 
其 中 H3CM,R) 是 流 形 M 的 第 Pp 个 实 系数 奇异 上 同调 群 ， 若 用 
Hp (M, RMH E p 个 实 系 数 奇异 同调 群 ， 则 


Hp(M, ROZHSECM, R), 


所 以 
Hp(M, ROZ Ha - 54, R). 

这 就 证 明了 关于 紧 致 .定向 微分 流 形 的 实 系数 同调 群 的 Poin-~ 
caré 对 侦 定 理 。 一 般 形 式 的 Poincaré 对 侦 定理 的 条 件 要 弱 得 多 ， 
只 假定 M 旦 定向 的 闭 拓扑 流 形 ， 并 且 系 数 群 也 可 以 推广 到 整数 环 
Z (因而 同调 群 含有 抄 子 群 ， 情 况 要 复杂 多 了 )。 但 是 , 对 于 紧 致 、 
定向 的 微分 流 形 ， 在 上 面 任意 取 定 一 个 黎 曼 度量 之 后 ，* ATE 
ATZ’ he"? 的 同 构 , 再 通过 Hodge 定理 便 建 立 了 H?(M) 
AHM) 的 同 构 。 由 于 微分 流 形 是 所 有 拓扑 流 形 中 最 重要 的 
一 部 分 ， 所 以 我 们 可 以 说 Hodge 定理 解决 了 Poincar 对 侦 定理 的 
主要 部 分 。 

现在 我 们 叙述 完整 形式 的 Hodge 定理 如 下 : 

Hodge $E IZMERA. ZPH ni R wE, Me = 
È ZEA = OE ARER RES, 并 且 存 在 有 界线 


性 算 子 G:4*-> hr*( 称 为 Green WH) 使 得 
(a) ker G= 多 (ker G 是 指 算 子 G 的 核 )， 
(b) G 是 保 型 的 ， 并 且 和 算 子 * ,d,6 是 可 交换 的 ， 即 对 每 一 
个 Pp,G(A?)CAh?, 并 且 
G*2*G, Gd=dG, G56=6Gs 


(0 CREAT, HDA* 中 任意 一 个 有 界 子 集 在 G 下 的 像 的 
Hid sen, 

(d) i-a cA GE I BEART, 多 表示 从 A* 到 多 的 
关于 (，) 的 正 交 投影 。 

HE 这 个 定理 蕴含 着 上 面 提 到 的 Hodge 定理 的 粗略 说 法 。 
设 陪 集 a + EPCS 2Z?) 是 H?CM) 中 的 一 个 元 素 ， 则 由 (dd) 得 到 


a= #0+4(5Ga) + 6(d Go), 
但 是 


故 


dGa-G(do) =0， 
a- ara - d(óGo), (13) 


Meaca + E? Acer oc E? 中 有 调和 形式 va 作为 代表 ， 
Vt hash, 是 属于 c+ E? 的 两 个 调和 形式 , 则 有 BE AP, E h- 
各 = 46。 所 以 
lh,- hal? = Ch, ~ hy, dB) 
= Ch, — 6h, B) =0, 
HA, = hr, Abt ara 是 a+E? 中 唯一 的 调和 形式 。 

证 明 Hodge 定理 需要 一 些 分 析 的 准备 知识 。 首 先是 关于 So- 
bolev 空间 的 概念 。 设 了 是 流 形 M 上 任意 一 个 张 量 场 ,用 DT 表示 
它 的 协 变 微分 。 若 s 是 大 于 1 的 整数 ， 则 可 用 归纳 法 定义 

D'T-D(O'*!T). 
ABBE, @DT=T WERE s=1 HON. METECH) 
型 张 量 〈 其 中 * 是 反 变 阶 数 ,上 是 协 变 阶 数 ), 则 DT Cte) 
型 张 最 。 黎 曼 空 间 M 逐 点 在 切 空间 上 定义 的 内 积 可 以 自然 地 扩充 
到 M 上 任意 的 张 量 空间 上 去 。 设 (X) 是 M 上 局 部 正 交 标 架 场 ， 
{fo BEM BARRA, WR 


(v *01 X,,G-- QX 1, Go 19 Qo! 1:1, i n) 


Tau Cr, ORES HH BERR, XE VOD 在 下 
面 将 有 说 明 。 由 定义 得 知 ， 如 果 
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T= XBOX DB", 
8-914, Xx), OOX, Qo Qt, 
则 立即 得 


H 1 tiir gi dr 
Mcr fant tym tye a4) 
m 
ji’ MH 


ABRE, XXREELIS AH SS CX Ln (o! GE BUG XS 

Bil 前面 已 经 定义 了 Pp 次 微分 式 的 逐 点 的 内 积 。 常数 
VOT 的 出 现 就 是 为 了 使 微分 形式 和 张 量 场 两 者 的 逐 点 内 积 
的 定义 相 一 致 。 更 具体 地 说 ， 由 于 我 们 采用 的 外 积 定义 为 


oft A A! Gsm X4, = det (os(CXip)) 
(有 些 作者 在 det Mme KF), BIDUO ic <i 则 
有 

o peot = M $i. MC hg Got, 


kir, 
其 中 
1， Hk Riu nsi, 的 偶 排列 ， 
8.14.9] 一 1， GER eke HE ipeo! 的 奇 排列 ， 
0， 其 余 情 形 ， 
因此 


Jotamu D Bl 
， [LITE 
Her T 
spool, 
BUE AEST EEEo A Ao! |? 21,0] of Go Go**| 


URGE s. KRRIT ERI C 1D 这 个 常数 的 来 由 。 


u 


现 由 定义 得 知 ， 车 {0!} 是 单位 正 交 余 标 架 场 ， yl 
<a" Qe Qu"? eor, o 1G) Go! Qa! ?+> 
21 ki kp Egi 
"gignat 
7p ERRO urn, u! 1@ Go! P», 
所 以 对 于 ?9,yE A?; 则 有 


«Do, Dy» =( J Dr PBs, 2252,89) 
EIL Dy, $^, a5) 


FRX, HE(o At Bs IR Ep. 
Ws 是 非 负 整数 。 在 A* PEAR, 如 下 ， E Po 6 
A*, für ` 
= k kf» 
of. >I. fo Dod, "m 
IANS fds» 
其 中 41 是 M 上 的 体积 元 素 。 我 们 把 A* RFR + 1. 的 完备 化 称 
为 Sobolovzeig], ith H.CM). ZF H.M) 中 的 每 一 个 元 素 都 
是 A* PHRF | + la 的 一 个 Cauchy 序列 的 极限 .空间 A* 在 HCM) 
中 关于 | + |. 是 稠密 的 。 对 我 们 来 说 ， 最 重 要 的 Sobolev 空间 是 
HMDA Hi M) ,根据 定义 及 上 面 的 说 明 , 内 积 (，)。 就 是 (，)， 
PRA Ho MORE A* 关于 (，) 的 完备 化 ， 由 于 


fot) = fif)» 


FVA * WF AAG FE Hilbert zs fi] H (M) 的 等 距 变 换 。 前 面 所 
讨论 的 在 A* 中 关于 (，) 的 性 质 在 Ho CM) PAB MILs 特别 是 ，d 
和 8 是 关于 内 积 (，)o 的 对 偶 算 子 。 
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HR: O HIODRBUEM EH L^ 空间 ， 

di) Vs20, # e€ HOD, M] e€ Ho(M), HI H, (M) 内 的 
每 个 元 素 都 是 M 上 的 L* 微分 式 ; 

Gii) Yt>s>0,# PEH, (M), NIEH: (M). 这 些 事实 都 
立刻 可 以 从 下 面 的 不 等 式 直接 得 到 ，Y?E€ A*, Vi>s>0, Mel: 
委 上 9 , 。 这 个 不 等 式 的 证 明 是 平凡 的 。 

对 于 s = 1, 我 们 从 (15) 式 得 到 


Gof) = ufo * 51124 Dx fo Da fs 


a 
MUP «zi; SIs fl, 


其 中 fff EA’. 

注 记 关于 Sobolev 空间 H, CM) ,要 紧 的 是 内 积 、 收 敛 性 等 
概念 牵涉 到 所 论 对 象 的 直到 s 阶 的 各 阶 导数 ， 至 于 定义 的 叙述 方 
式 却 不 是 主要 的 。 例 如 ， 我 们 在 这 里 给 出 的 定义 用 到 了 协 变 微分 
D'f,k<s, 但 是 我 们 完全 可 以 把 定义 改造 成 如 下 的 形式 ， 在 M 中 
取 定 一 个 坐标 覆盖 (05, US), 使 得 在 每 一 个 U' 中 存 在 ERR 
U n BRE U C5, HUn Uo) 仍 是 M 的 一 个 覆盖 。 设 
{014} 是 从 属于 {U1} 的 光滑 的 单位 分 解 。 设 U' 中 的 局 部 坐标 记 作 
{x} s x1) ,JE EDU BB oR 4 三 (a1，…,0n), 其 中 01 之 0,01 E 
Z, 命 

gutta 
(x xD 
HESS f, fa E A*, 定 义 


33 = 


if) = 2L 3 010,/0,210,/0»0, 


laiss 
plaj =a, +o tan 34O SD E f 在 用 局 部 微分 式 dni, 
oo det 表示 时 对 它 的 系数 求 “ 次 偏 导 数 之 后 所 得 的 微分 式 。 容 
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SES, ARC, OL 和 前 面 所 定义 的 (，), 是 等 价 的 , 即 存在 常数 
ayaz>0, 使 得 对 任意 的 fE A* 有 


af Mn. 


因此 在 Sobolev sia] H CM) HUET « 0s RÆ e Du. 
同样 道理 ， 我 们 可 以 把 (17) 式 中 的 因子 = 二 抹 挤 。 今后 为 简便 起 
见 ， 我 们 规定 户 ,jaE AT HARO XH 


Goldi = Sif) + DDx fi, De f). (18) 
i 


Hodge 定理 的 证 明 依赖 下 面 三 个 事实 ， 

Garding RER ”存在 常数 cl,c*>0, 使 得 对 于 任意 的 fE A* 
3 AF, PeF col fl. 

在 后 面 证 明 这 个 不 等 式 的 时 候 ， 我 们 会 看 到 上 述 不 等 式 实际 
上 是 在 Bochner 技巧 中 经 常 遇 到 的 几何 计算 在 分 析 上 的 表现 ( 见 
[W2J 和 [W4]， 又 见 [W3] 的 $12)。 要 紧 的 是 在 不 等 式 中 有 负 系 
数 的 项 出 现 ， 否 则 不 等 式 是 不 会 成 立 的 (例如 ， 若 取 f 是 非 零 的 
调和 形式 ， 则 左 端 为 零 ， 而 右 端 在 去 掉 负 系数 项 之 后 的 值 必 是 正 
的 ， 这 是 一 个 矛盾 ) 。 

为 了 叙述 下 一 个 事实 ， 需 要 引进 一 个 定义 。 我们 已 有 算 子 
P=d+6 和 A=P?。 但 是 ， 如果? 仅仅 是 HoCM) 中 的 一 个 元 素 ， 
则 一 般 说 来 Pe 是 没有 意义 的 。 要 解决 这 个 问题 ， 我 们 引进 弱 导 
RHEL, FEH: M) VEH: (M), 我 们 称 P? = 908), 
当 且 仅 当 对 任意 的 SC A* 有 

OPH = Q,f. 
FI, FEH, (M), VEH: (M), 称 AP =y( 弱 )， 当 且 仅 当 对 
任意 的 Je A* 有 

G,AD = Gb. 
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Heyes, MB RU Pp =# 与 Pe =#( 弱 ) 是 等 价 的 。 

实际 上 ， 由 (10) 式 得 到 ; Y?,y,fEA*， 有 
(9,Pf) =Po, P, 
故 Pop AERO, PNO. RZ, B Po-v GR, M 
Po, f=, f), Vfe€A*, 

于 是 从 积分 的 基本 性 质 可 知 几 乎 处 处 有 Pr =#y。 由 于 9 省 的 光滑 
性 ， 我 们 有 P? =y。 从 上 面 的 论证 也 可 知道 : 如果 P? = 内 ( 弱 )， 
FFA Pe =p), 则 几乎 处 处 有 9-95 

如 果 9€ HOD VEH: (M), TH. Pe- Gg, QUI — 般 简 
ia PIEH: (M). RA 

算 子 P 的 正则 性 #PEH (M) MH PPE A*, 则 9€A*。 

(严格 地 说 ， 结 论 的 正确 说 法 是 ， 存 在 BEA*, 使 得 几乎 
Mh P=). 

在 证 明 的 过 程 中 将 会 看 到 ，P 的 正则 性 的 根据 在 于 算 子 P= 
d+6 包含 了 各 个 方向 的 导数 。 作 为 反例 可 以 考 È R 上 的 算 子 


è 设 fæ) = |x| +y， BRAZIL 尽管 1 是 R LC 
函数 ， 但 是 / 却 不 是 C! 的 。 问 题 就 出 在 R 上 有 两 个 不 同 的 方 


HIRM, TA T.I 2 ASEATERBA SS 


Rellich 2/38 m )CA* 是 A* PRP + LATE 
Fl, Rlze(o rb REF HR | + lo 的 Cauchy 序列 。 

Rellich 引 理 的 基本 含义 是 ， 如 果 一 个 序列 以 及 它 的 一 阶 导 
数 的 序列 都 是 有 界 的 ， 则 从 中 可 以 选 出 收敛 的 子 序列 。 在 实 变 函 
数论 中 有 相似 的 结果 : 若 有 函数 序列 f1:[0,1]->R，f1EC'， 且 
fi 的 C'- 范 数 一 致 有 界 ， 则 在 {f 1} 中 必 存 在 C"- 范 数 意义 下 收敛 
的 子 序列 、 证 明 的 方法 是 运用 Ascoli-Arzela 定理 和 中 值 定理 。 
在 下 面 可 以 看 到 ，Rellich 引 理 的 证 明 , 同 样 是 依据 Ascoli-Arzela 
定理 和 中 值 定理 。 

我 们 暂时 先 承 认 以 上 三 个 命题 的 正确 性 而 逐步 讨论 Hodge 定 
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理 的 证 明 。 

引 理 2( 弱 形式 的 Wey1 引 理 ) 如 果 EHM), HAVEA’ 
使 得 Ap -9 (RD, RU 9€ A*。 

注 记 ”这 个 结果 基本 上 是 Weyl 在 1940 年 所 证 明 的 结 果 。 但 
在 一 般 文献 中 ， 所 谓 Weyl 引 理 的 定理 ， 在 三 个 方面 比 这 里 的 引 
理 2 为 强 。 第 一 ，A 可 以 被 任意 的 椭 面 算 子 取代 。 Bo, ?可 以 
是 任意 的 广义 函数 。 第 三 ，y 不 必 是 处 处 光滑 的 。 这 就 是 HL, dn 
果 M 是 任意 的 黎 曼 流 形 ，?,y 是 M 上 的 广义 函数 ， 使 得 AT - y. 
车 y 在 一 个 开 集 U 上 为 光滑 函数 ， 则 9? 在 U 上 亦 是 光滑 函数 。 这 
个 结论 的 证 明 可 看 LN] 及 [Y]。 一 个 特殊 情形 就 是 ， 如 果 ?,y 是 
M 上 连续 的 外 微分 形式 ， 且 Ay =y。 若 y 在 开 集 U 上 是 光滑 的 ， 
Mo EU 上 也 是 光滑 的 。 因 为 我 们 不 能 花 时 间 去 讨论 广义 函数 ， 
上 述 的 广义 Wey] 引 理 不 在 我 们 所 能 证 明 的 范围 之 内 。 但 是 读者 
或 许 会 有 兴趣 把 引 理 2 RAF P 的 正则 性 引 理 的 证 明 稍 加 修改 ， 
从 而 得 到 如 下 的 结论 ， 设 M 是 任意 的 黎 曼 流 BR, AME AK 
RAIMA BRA RA, IBA A LL AAMk R E 
A* CD, EX Sobolev ZE] H (M) K AP = 9 (Df 意义 。 今 假 
WEPE HM) WE HOD, 而 且 AP - VG. VITAE U 上 是 
光滑 的 外 微分 式 ， 则 9 在 U 上 也 是 光滑 的 。 

引 理 2 的 证 明 首先 我 们 断言 ; 若 ?EH1CM), 则 PrE HM), 
为 证 明 这 个 断言 ， 假 定 {X41} 和 {ow 直 } 是 互 为 对 侦 的 标 架 场 和 余 标 
架 场 ， 则 


d= Sot ADx, ， (19) 
i 

6= - DiX pDr, (20) 
4 


(参看 [W2]， 第 64 一 65 页 ， 或 [W3] 的 $12) 其 中 iCX RA 


积 ， 即 
OK mQ Y, WX ,, Y, Y 4). 
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现在 ?EH1(M)， 故 由 定义 ， 存 在 序列 {?。}CA*， 使 得 1?。- vl. 
_~>0( 当 oa + co 时 )。 因 此 ， 当 a, p> + co 时 有 j9。- 051,70. h 
(18) 得 到 


-of DID ee -9p 1 0—0. QD 


RED, 20 RERA R X I RS RIA+ BICI AD? + 
[BID ,不 难得 到 
IP. - 95)? 


=f, [Def ADs - t0 - DIK Ds, Pe 99) E 
j j 
«of. D> o! AD, OPa -ep|'o 
TES 


+ 中 Xoops -rn 9 
=2A+ 2B. 
Bob, E hedi 是 任意 内 积 空间 中 的 【个 元 素 ， wl sa 


oe «XA 故 有 


4=|, POL -vp |a 


4 


«n, Zl e! ADs re - eoo 


/ 


<nf MI D, (Pa - 9) lO. 
E 


fe] 38 ; 
B<nf X XDD c. -eno 
Ay 
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<f, 之 [Ds (go 一 9p)120 
CAALICON<|X] |nD. B 于 (21) 式 ， 当 op- co BE 
A,B>0, BIVA(Po, H& Ho(M) hiy Cauchy 序列 ， 于 是 存在 DE 
HCM), 468 Po, RFI - lo MOF o. mE SEA, 
(D, f) - limCPe, , f) : 
= iimo., Pf) = =(,Pf), 


ik Py =@( 弱 )。 
任 取 fEA*， 则 PfE A*， 因 此 
(D, PE) = (9, PP) = C, Af). 
但 是 已 知 A?=y( 弱 )， 故 (9,Af) = (y,f)， 所 以 
(6,Pf) = Q,h, 
BN Po-éGD. 现在 VE A*，BE HOD, 由 算 子 P 的 正则 性 得 
BIDCA*, 由 于 Pr? = ( 弱 )， 再 次 运用 的 正则 性 得 到 ?EE A*。 
引 理 证 毕 。 
Sth xe Hate A* 内 关于 ( , ) 的 正 交 补 。 注意 ，A* 可 以 写 
成 多 及 多 :+ 的 正 交 和 ， 即 
*=#O0x#", (22) 
理由 如 下 ， 首先 证 明 ce 是 有 限 维 空间 。 若 不 然 ， 则 在 多 内 存在 
一 个 无 限 的 单位 正 交集 {wyox,…}。 由 Garding 不 等 式 ， 存 EE 
常数 6 使 得 Vi 有 
lo liS Choi oD tnos) =。 
1 1 


根据 Rellich 引 理 ，{w4 } 必 包含 一 个 Cauchy 序 列 。 这 显然 是 不 可 
能 的 ， 因 为 当 ij 时 ， 总 是 有 les -oj13 =2。 由 此 得 知 m 是 有 
限 维 空 间 。 现 在 证 明 (22)。 若 将 4* 看 成 HCM) 的 子 空间 ， 则 
党 是 HoCM) 内 的 有 限 维 子 空间 ， 于 是 EH (MD ty A FA 
间 。 根 据 Riesz REM, HT 是 Hilbert 2 空间 HoCM) 内 对 于 % 
的 正 交 补 ， 则 必 有 正 EM Ho M) =H OS. 因此 VvE A*C 
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Ho(M), $958; *f duh 0,6 HES. BE 9,-9-9, €A*, 
. XHC,90-70, Bar 的 定义 则 有 ?2€ art. XE BATCH 
ean. RA Ox - {0}， 故 (22) 式 成 立 。 

现在 简化 Girding 不 等 式 如 下 。 

引 理 5 存在 正常 数 co， 使 得 Y7E 色 - 有 

MISAS, S). 

证 明 EPR, WE 多 :+ pEERIH A) EAN LAL 
FEAA SD0 i> oo I, 根据 Rellich 5[ B, 不 妨 设 
{f1) 关 于 模 Ie Ho Meee, BN FEH (M), 1&8 lim] F - fi lo 
=0。 我 们 断言 ，F = 0。 事实 上 ， 由 (10) 式 得 到 

(OF fo = DPF 130 ( 当 i + off). 
所 以 对 于 任意 的 ?E A* 有 
(F,P9) = lim, ,P9) 7limCPf, ,9» 70, 
故 PF = 0( 弱 )。 根 据 算 子 己 的 正则 性 ，PE A*， 所 以 
AF = PCPF) 70. 
这 表明 Fear. Wih HT fs E 和 +*， 故 对 任意 的 E 铬 有 
(F,9) =lim(fs ,9)-0, 
PU Fe Hr, IW FEana.F-0. 
根据 Carding 不 等 式 ， 存 在 常数 C, 00, (ER 
CAfisf Self li ~ cbf ls. 
现在 上 式 左 端 当 > + co 时 趋 于 零 ， 而 右 端的 1fi 上 3 也 趋 于 零 ， 
FHA MP = 1， 这 就 导致 一 个 矛盾 。 引 理 得 证 。 
引 理 4 what ALI EGET ATR. 
证 明 首先 指出 ACAD Cat, XL, MERE A*, 


vex, RNA 
(AP, 9) = C, AD) = 0, 


故 A?E ant FRR A: Prt 是 有 意义 的 。 若 mygaE 多 
并 且 Ar = Ag:， 则 一 方面 有 9 - 9aE 铬 +， 在 另 一 方面 有 A(p 一 
9z) 70, B 9,-9,€ 4, BiU 9,7 9,, 3k V, HIR St A: Ht et 
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是 单一 的 ， 下 面 要 证 明 A 是 满 映射 ， 也 就 是 要 证 明 : 对 于 任意 
的 JE 多 *， 必 存在 9E 多， 使 得 Ag=j。 BR a dE HOD 
内 的 闭 包 。 根 据 Wey13 引 理 〈 即 引 理 2)， 我 们 只 要 证 明 。 对 FE 
BA fC +!， 必 存在 ?E B， 使 得 Ap =f), B VgeA* 有 

(G,Ag) = (,9). (23) 
根据 (22) 式 ，A* 的 每 一 个 元 素 9 可 以 写成 9= 0*9, Hpg E 
4,54€. Bib, 《23) 式 等 价 于 (9,Ag3) = (f ,92)，V gs€ n 
(这 里 我 们 用 了 如 下 事实 : 若 f€ 名 :+， 则 (f,g:) =0)。 于 是 问题 
归结 为 证 明 ， 存 在 ?€ B， 使 得 对 任意 的 gE at 有 

(G,Ag) = (f,9). (24) 

对 于 任意 的 ?,yE at, da[0,9]7 (9,Ay)， 并 且 考 虑 日 上 的 
线性 泛 函 /:B 一 R， 定 义 为 9) = (f,g)，Y gEB8。 如 果 我 们 能 
WER, ©, J] 能够 扩充 为 B 上 的 一 个 内 积 ， 并 且 线 性 泛 函 i 关于 
ARC ,J 是 连续 的 ， 则 根据 Riesz 表示 定理 ， 必 存在 元 素 ?& B, 
使 得 对 任意 的 EBA 
(Cg) = E9, 9]. 


特别 是 当 Cet 时 ， 上 式 就 成 为 (24) 式 ， 这 就 证 明了 引 理 。 
BA, EEEH, JÆ 多 :上 上 的 对 称 双 线性 函数 。 利 用 引 
理 3 ， 必 有 常数 co>>0， 使 得 对 任意 的 E at 有 
[9,9]= C Am zc uet, 
所 以 [，] 是 多 上 上 的 正定 的 内 积 。 另外， 
[?,9] = (9, A9) = |Pe]$. 
由 (18),(19) 和 (420)， 知 有 正常 数 c 使 得 
IPvls<celolf, vrEA* 
《参考 引 理 2 的 证 明 )。 于 是 
[9,?]«c]e]?, vocor. 
Pi, C, JAC, idk 多 + 上 等 价 的 内 积 。 所 以 ，[ , J 可 以 唯一 
地 连续 扩充 为 B 上 的 内 积 , HME RH 9EF Alo g]> 
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A Mg STER HESE RIA 
w= I ^01 filo Ve lle 


< filles Vel Va lf Mes]. 

引 理 证 毕 . 

注 记 引 理 4 的 一 个 等 价 叙述 是 : Y BE 4A' ,方程 =p 有 
解 vE4 "的 充分 必要 条 件 是 BLY OTF || lo 而 言 ). 

Hodge 定理 的 证 明 现在 ,定理 的 证 明 变 得 十 分 简单 了 . 在 证 
明 (22) 时 ,我 们 已 经 证 明了 多 为 有 限 维 空间 . 引 理 4 说 A: 和 多 + 一 
居 + 是 一 一 对 应 ,所 以 我 们 能 够 定义 映射 CG:4 "一 4" ,使 得 

G) Gle=0; Gi) Gli (127. 
MAMA QA kerG — A , he EAT (a) HL. 现在 证 明 
(d). (22) RA MERAH LA AP TEC ELI CEM, RAT 
SAM —Ti2S2%). FRV SECA, SSZ +- Xf), EH 
f—H#f C+ (AREY! E.A G=G° A= ERAP), mh 
G HEIR GC) =0, rA 

f- Af =A Gf #f) =A. G), 

即 f=2f +A e Gf ARNT I9 +A G. 

其 次 证 明 (c), 即 要 证 明 G 是 紧 算 子 . 为 此 ,只 需 证 明 对 于 A* 
中 任意 一 个 有 界 序列 {f;} ,在 {Gfi} 中 必 有 Cauchy 子 序列 . 不 妨 设 
| fi Mosca GERE A’ ERIN ARE | + Il = Il + do. 根据 
Rellich 538 ,这 只 要 证 明 数 列 { |] Gf; 小 } 是 一 致 有 界 的 . 这 是 明显 
的 ,因为 根据 引 理 3, 对 于 任意 的 PE 天 + 有 

ll elis esCAe 9 x cl Ael Il lle 
x co * lI Agllo * [| 9 小 ， 
BREA I plico ll Aglo, Y 9€ 271. BR e— Gf. KA 
I] Gf. Ih S co ll AG, lo- : 
但 是 ,由 (d) 得 知 AGf; 是 f, T RMD A HH Qo NEE 
A ERI SEX I AGS, los I f bos BE IE GE ico I F loco. 
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这 就 证 明了 (e) 。 

最 后 证 明 (b) 。 首 先 断言 ， HO:At+A* 是 线性 映射 ， 并且 
QA=AQ,， 则 CQ =Qc。 然后， 分 别 取 Q = #* ,d,56， 则 (b) 得 证 。 
很 明显 ， 对 于 上 述 断 言 只 要 分 别 在 和 和 多 :上 上 验证 即 可 。 首 先 ， 
根据 G 的 定义 ，QG1|c=0。 此 外 ,对 于 任意 的 Je 和 ，AQ1= 
QAf-0, Sk Of car, Mecca. FUGO.=0, MEH E 
有 QG=GQ。 Ææ: b, BF 12 AG, & 

(Gr ,QCGI ^) = (H, QAG Y) 
= (4*,AQG CA) = (AP, QGH 20) - 0, 
所 以 QC cart. SX, AO 作为 on SLE EIS ACT. QA = 
AQ, JER. A^ -G, k GO- OG. 定理 证 毕 。 

最 后 我 们 来 讨论 证 明 Hodge 定 理 所 依 赖 的 三 个 事实 。 在 直观 
ET.) = [4/45 + iafl, iti df 和 6f 在 一 起 涉 及 到 了 的 所 有 
的 一 阶 偏 导数 ,因此 用 (Af,f) 控 制 1fl? 是 有 可 能 的 .要 弄 清楚 df 和 
6 在 一 起 涉及 到 f 的 所 有 的 偏 导 数 , 只 需要 在 x 处 取 法 标 架 场 {X,} 
和 对 应 的 余 标 架 场 {4!}， 也 就 是 要 求 Dx,Xy(x) =0 (看 [W3]， 
$ 12 或 [W2]， 第 一 部 分 的 第 58 一 63 页 )。 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 
f=Jor 人 …Aw?， 其 中 了 是 光滑 函数 ， 则 从 (19), (20) 两 式 得 到 

df= 5) of AD, Qo! A Ao?) 
f=p+i 
7€ DAX pa Dot A e Ao? Ao?! + ome 
+ (Xo A e Ao? Ko}, 
&f-- i IQ()Dy Got A e Ao?) 
= - (X, P A Ao? + X Fo! Aot A se Aw? 
tet (= DPX pfat A Ao], 
可 见 {XX1 了 :1<i<n} 全 都 出 现在 df + of 中 。 至 于 Girding 不 等 式 
的 证 明 ， 则 采用 几何 恒等式 显得 比较 简洁 。 根 据 Weitzenb5ek 公 
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武者 FwW2], 第 一 部 分 的 第 66 页 或 [W3]，$ 12)， 对 于 ye AUN 
Af= - >) D3, 2,f+ Dot AX Rx, xf, (25) 
i bj 
其 中 
Diyf =DxDyf - Dp vf, 
Ryyf = -DxDrf + DyDxf + Dixy) f 
是 作用 在 f 上 的 曲率 算 子 。 另 一 个 标准 计算 (看 [W2], 第 一 部 分 
第 67 页 ) 给 出 
-Alf 2231 Dx fl? + Diff) 20 
i i 
综合 上 面 两 式 得 到 
Af f» 7 Sy Da fl AUT 
i 


KO NOR x Pf) 
SD Dr fl +AA -al eD 
1 


其 中 a1 是 与 无关 的 正常 数 。 最 后 的 不 等 号 是 因为 在 表达 式 
(Det NGC Re f 办 中 不 涉及 f 的 微分 注意 ，Rzr 的 定 
义 昌 涉及 协 变 微 分 ， 但 熟知 对 于 函数 上 则 有 Ry (of) = aRxzr/)， 
故 它 只 是 f 的 一 个 二 次 型 ， 其 系数 只 与 流 形 的 曲率 张 量 有 关 ， 由 
于 M 是 紧 致 的 ， 故 满足 上 式 的 常数 o 是 存在 的 。 将 (27) 式 EM 
上 积分 ， 利 用 引 理 1 及 (18) 式 即 得 G&rding 不 等 式 。 

注 记 事实 b, Carding 不 等 式 对 于 任意 的 强 椭 贺 算 子 都 是 
成 立 的 ， 证 明 的 方法 在 原则 上 同 前 面 的 证 明 没有 实质 性 区 别 ， 关 
键 总 是 利用 分 部 积分 变换 求 导 的 对 象 。 例 如 在 (26) 式 中 第 二 项 


x Dj x, f^ f EH - E D, f,Dy fin bet - AU IP. 


根据 引 理 1 ， 这 附加 项 在 M 上 的 积分 总 是 零 。 
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关于 算 子 己 的 正则 性 及 Rellich 引 理 ， 可 参考 [W1] 的 8$ 13 和 
$16, 那 两 节 讨论 的 是 R^ 中 的 分 析 ， 不 涉及 前 面 的 内 容 ， 可 以 
直接 阅读 。 我 们 先 考虑 Rellieh 引 理 ， 因 为 它 完 全 是 一 般 性 的 命 
a, 不 是 与 某 个 特定 的 算 子 联系 在 一 起 的 。 

假定 {91} 是 A* 中 的 一 个 序列 ， 使 得 If 外 <1。 我 们 要 从 中 
抽出 一 个 子 序 列 , 使 它 关 于 模 | + lo Æ Cauchy 序列 . 设 
{Ua hcec 是 M 的 由 坐标 球 域 构成 的 巴 盖 ，{n。} 是 从 属于 它 的 单 
位 分 解 。 因 此 存在 常数 >0， 使 得 对 于 任意 的 a,i 都 有 


172% ] e. 


ika 固定 ， 则 {7。94} 成 为 4* PER D 一 致 有 界 的 序列 ， 
并 且 每 一 个 7.94 WERE U. 内。 把 U。 AER 中 的 开 子 集 ， 
设 R” 的 笛 卡 儿 坐 标 是 x,…,x"， 并 且 设 y=7。。 9 。 根 据 关于 
Sobolev 空间 及,《M) 的 注 记 不 难看 出 ， 存 在 与 i 无 关 的 常数 E> 
0， 使 得 


dx<52， (28) 


lay 
Jal [rae RE 
Serr ea v, 的 系数 对 x4 求 偏 导数 ，| + DERI 中 的 模 ，dx 


axi 
表示 R" 中 的 标准 体积 元 素 。 不 妨 假定 支 集 supp v, 包含 在 单位 
球 B"CR" 内 。 我 们 断 冒 ， 在 上 述 假定 下 ， 存 在 {$4} 的 一 个 子 序 
A EE, ERA 户 ,ja 一 co 时 有 


[ial tatio. 


该 断言 等 价 于 说 ly;, 一 ,1o->0， 即 {7。9;} 是 Ho《M) 中 的 Cauchy 
序列 让" 遍历 1,2,…,8， 每 一 次 按 上 述 方式 抽取 子 序 列 ， 我 
们 把 最 终 得 到 的 子 序列 仍 记 作 {9?。}， 则 对 每 一 个 a。 ，{7。. gx} 是 
Ho(M) Bf Cauchy 序列 。 因 此 ， 当 ki,k。>co 时 ， 


lPk — ?islo = | zn. (04,794) l, 
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«2. 94, 71594,1070. 


这 就 是 说 ,{gk} 本 身 是 HoCMD) 申 的 Cauchy 序列 ,Rellich 引 理 为 真 。 
剩 下 还 要 证 明 前 面 的 ; 言 。 为 此 先 引进 卷 积 的 概念 。 取 定 X 
EC3CR*)( 有 紧 致 支 集 的 光滑 函数 的 集合 )， 使 得 x 之 0，supPXCC 


B, JH Bf arien. 对 于 任意 的 e>0， 命 如 (9 -la(n. 


则 supp X» 包含 在 半径 为 = 的 球 内 ， 并 且 仍 旧 有 | ede 1, & 
JEL2CR")， 定 义 着 积 
dex)» | fue dv. 
EWR fits e FI SUE SORE CL AER . 实际 上 ， 
我 们 有 以 下 三 个 性 质 ， 
Ci) supp(f*,) C Gupp/) + (supp%.). Ai hy 4+” 号 是 


指 R^ 中 的 加 法 运算 ， 
Gi) fax, 是 光滑 函数 


(ii) 当 se->0 时 ， fex f 
性 质 (i) 的 证 明 可 以 从 f#x， 的 另 一 个 写法 得 到 
dex) 9 = [, fe exor. 
要 证 明 (ii)， 我 们 先 证 
dados Jede. — o» 
根据 导数 的 定义 有 
gie) = lim 


azto 

现在 用 f*x, 的 定义 将 右 端 展开 ， 再 用 中 值 定 理 及 Lebesgue AF 

收敛 定理 即 得 (29) 式 的 右边 。 从 (29) 推 出 (ii)， 只 是 一 个 简单 的 

逐次 取 微 商 的 过 程 。(iii) 的 证 明 比 较 有 意思 。 我 们 先 证 一 个 关于 
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Cf#Xs) x+ Ax!) ~ Cf*X,) (x) 
Ax ^ 


卷 积 的 常用 不 等 式 ， 如 果 9 是 R* 上 的 函数 ， 暂 时 用 |gjLr 来 记 
9 在 R* 上 的 L?- 模 ， 即 


1 
lola - (f. 1oco17x )?, (30) 


则 有 
lf#xs lL lxl2 + [f fre. (31) 
《注意 ， 从 “ 的 定义 有 1xiz: =1， 但 是 (31) 的 证 明 并 不 依赖 这 个 
事实 ， 所 以 右边 仍 保留 x 的 L'- 模 )。 从 直接 运算 得 到 


fex, 2s = f, an] f uten cosas 上 


= f, s] f rem ran ae 
«f, (f, ferm et roa) 

+ fally 
-lxlo «f. Iis e f lA- e) às 


mixta f treo lrar= Ins + Ulta, 
(3 了 1) 式 得 证 。 下 面 我 们 来 证 明 性 质 (iii)。 设 /EL*(R")， 熟 知 有 
{f1}CC8CR")( 有 紧 致 支 集 的 连续 函 MEE VENETA 
由 (31) 式 立即 得 到 ，VYs， 当 i 一 co 时 有 
|f*x, — fi*Xs |L2—>0, (32) 
容易 验证 ， 如 果 9 是 R^ 上 的 连续 函数 ， 则 在 每 一 个 紧 集 上 ， 当 
e~0 时 ， 一 致 地 有 g*X,->g。 现 设 fE C8(R"), 命 K 是 包含 suppf 
HRR., EROARE supp(f*Xx,)CK+B"。 于 是 在 紧 集 K+ 
BY E, fet. 一 致 收敛 于 f， ME RNK +B") E, fx. mf d 
等 于 零 ， 所 以 对 于 SEC RDA 
ff (33) 
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因此 ， 对 于 任意 给 定 的 ;3>0， 由 (32) 知 必 存在 N， 当 i>N 时 有 
[fare - fi*Xa dua 8/4 不 妨 设 对 于 这 N 也 同时 "8a-fhl 
一 5/4. 固 定 一 个 这 样 的 i, m CODE e 0, (OP 当 e<eo 时 


Wenn filu. 所 以 ， 当 。<eo 时 有 


Mex, — fl 
= |fexe — fi*Xe wf Tf tf fl 
«fex, — Fisxe lzs + Man — frlrs 
+|fi—flzs 
3 
<<, 


性 质 (iii) 得 证 。 

读者 可 以 看 出 来 ， 性 质 (iii) 的 证 明 是 分 成 两 部 分 的 ， 首 先 定 
XP TLR CRH T.U) =f#*Xe。 则 (31) 式 可 以 表 
KAT., 是 有 界 算 子 。 然 后 ， (33) 式 则 表明 ,在 L*CR") 的 子 空间 
CUR) E, T. 在 se->0 时 收敛 于 恒 同 算 子 。 两 者 合 起 来 ， 则 得 性 
Hiii). 

如 果 是 R* 上 的 一 个 外 微分 式 ， 则 vex, 是 指 的 各 个 系 
BOF x. (PBR. RE, 性 质 (i) 一 (iii) 仍 是 成 立 的 。 现 在 回 到 
前 面 断 言 的 证 明 。 先 证 明 下 面 (cx 和 (B) 两 个 事实 : 

(a) HKECICR, O ÆR HHA RM. 定义 算 子 K; 
LXQ)- LCR"), ER KA) = frk。 则 天 是 紧 算 子 。 

为 此 假定 {f1} 是 L*(0) 中 一 致 有 界 的 序列 ， 不 妨 设 17 lezo 
! 入 1。 由 定义 及 Schwarz 不 等 式 得 到 


ioc - |[ fikle- y)dy | 
2 j 
x|k|.: * APOPESLIPEP 


故 {KCf4)) 是 一 致 有 界 的 。 若 *1,x2E R", RU 
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IKG Go ~ KG DG) 


=H, fotos - o s - ley | 
«wp [k(x -k& - 1 « [ian lay 


1/3 
<sup Ik 73) —k(x,-y)| * (f i) 


* Ifa lator. 


因为 k€E C8CR")， 故 在 R* b-t, BIDUE No 0, B 
得 suplkCxs =y) -kG-3)se|x,-x,]. BTR, (KC) 
等 度 连续 序列 。 由 Ascoli-Arzela 定 M, ZE(KC/45) rp de E L- 
Cauchy 子 序列 ， 这 说 明天 是 紧 算 子 。 

(B) 设 0 JE R' PHARRR, FE YEAR"), ER suppy 
co, 并 且 


则 存在 与 $ 无 关 的 常数 4 之 0， 使 得 
lý- $*x, |Ls<<e.A. [xjr * Wh. (34) 


为 证 明 这 个 事实 ， 命 
gy) = (x € y) - €), 
则 
( - 9*x,) GO 


=¢(x) -| ve. G- dy 
= 000 7G 3nd, 
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= -[ g-.y COXGDdy. 
Iyisi 


由 Schwarz 不 等 式 得 到 
Io -vexocoleixlz, | lod lds 


y der 
但 是 
g-.y CO = (x - Ey) - VO) 


=- Zofia a- tey)dt, 


ak 
inorse Sion fI AG ep | dt, 


将 上 式 两 边 在 R^ 上 关于 * 求 积分 得 到 
" 1 LÀ ay 2 
ME Zon [a BP aa | dx 


LÀ 
«e oni. 


ja 


因此 
p-p Etat Ix nebat [ Dons 


iyt«id t! 


Rem A= | dy， 便 得 (34) 式 。 
Iyisi 
现在 可 以 证 明 断 言 了 。 由 断言 的 假定 ， 我 们 有 F A WIE 
A*, supp 0， 且 存在 5 使 得 人 yj ,<5。 根 据 事实 (c)， 对 每 
一 个 固定 的 ， 在 {yi*X,} 中 存在 一 个 L?-Cauchy 子 序列 {yy*X。)。 
根据 事实 (B)， 则 有 
lts, vilr? 
Sy 95,9 7 G4, 2 Xe ls 
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+ [C - 9, D*xL lus 
Se*A- x] i95, 7 95, hh 

+ |, x, 7 94,9, dun 
se«Q8A|x| 2) + |V, X, ~ Vy ,Xo lL, 


所 以 子 序列 {yf HE L'-Cauchy 序列 。 断 言 得 证 。 

最 后 ， 我 们 证 明 算 子 P 的 正则 性 定理 。 我 们 需要 下 面 的 〈 弱 
形式 ) 

Sobolev 引 理 its 是 任意 的 非 负 整 数 ， 则 


Haa OD CC Of) 


(其 中 C"(M) 是 指 M 上 所 有 s 阶 连续 可 微 的 微分 式 的 集合 ， 也 就 
是 它 的 元 素 在 任意 的 局 部 坐标 系 下 的 表达 式 的 系数 是 $ 阶 连续 可 
微 函 数 ，m = dimM), 

因为 Hs,sCM) 中 的 元 素 实际 上 是 一 个 等 价 类 , 所 以 上 述 包含 
关系 的 意义 是 :对 于 任意 的 ?EHs.。《M), 能 找到 一 个 EC'CM)， 
使 得 在 M 上 几乎 处 处 有 ?= 7。 此 外 ， s 次 连续 可 微 性 是 一 个 局 
部 的 概念 ， 所 以 我 们 先 证 明 下 面 的 看 上 去 似乎 较 弱 的 引 理 5。 

引 理 5 HPCH.. (M), H supp 9 包含 在 M 的 某 个 坐标 域 
A, Nec c*on. 

从 引 理 5 立刻 可 推出 Sobolev 引 理 。 取 单位 分 解 (0,), ER 
每 个 ai 是 光滑 的 ， 它 的 支 集 包含 在 M 的 一 个 坐标 域内 ， 并且 
Dee Hl. 设 ?E Hr, :CM)， 由 定义 可 知 a;*9E Hn,sa(M)。 引 

i 


5 Hii arcc M), M= Sacc). Sobolev 5| 
了 


理 得 证 。 

引 理 5 本 身 的 证 明 则 完全 是 只 ”上 的 问题 ， 关 键 是 下 面 的 ( 弱 
形式 的 》 

Sobolev RER 设 0 是 R"* 中 的 一 个 有 界 域 , 则 有 常数 


f 
H 
f 
I 


co 之 0， 使 得 任意 的 /EC5C0) 都 适合 不 等 式 
max|f|<c- Ms. (35) 


如 果 把 C5(O) 换 成 At CO) ( 即 0 上 有 紧 致 支 集 的 光滑 外 微分 
式 ) ， 则 上 述 命题 也 成 立 ， 
加 强 的 Sobolev 不 等 式 可 看 [W1]， 第 165 页 。 目 前 情形 的 证 
明 比 较 简单 ( 见 [HD], 第 87 页 )， 但 对 我 们 来 说 已 足够 用 了 .因为 
f 有 紧 致 支 集 ， 故 
ft, x?) -三 - [Ae (t) , e£") dt! dt^, 


于 是 


ICE «^ -E ds (th, eest”) | dete di 


dx, 


<J alle [ln 
H Schwarz 不 等 式 得 到 


HORG all e 


<vol(Q): Ili, 


取 c=vol(0)， 则 (35》〉 式 成 立 。 
回 到 引 理 5, 设 ?EHnCM)， supp ?CC 坐 标 球 域 B"， 则 有 序 


列 fp }CA3CBa)， 使 得 pi 二 bp。 根据 Sobolev 不 等 式 ， 


SM - 9,|se* I9, — ?; In 0, 
故 序列 {94} 在 B* 上 一 致 收敛 于 了 ， f 是 B" TAN 的 连 


续 的 微分 式 ， 因 Worm. -PEL H n e, 故 几 乎 处 
处 有 ?=f。 
一 般 , 如 果 9€ Ha. (M), SUPP ICB", R PCA, 
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f 8 o E So, FE D'o RR [of Cauchy 序列 ， 因 此 D'e, 一 
致 收敛 于 某 个 在 B LARREEI], iko 一 致 收 
AF s 次 连续 可 微 的 微分 式 f ,所 以 ?与 f 几乎 处 处 相等 . 引 理 5 
证 毕 。 

根据 Sobolev 引 理 ， 算 子 忆 =d+5 的 正则 性 定理 归结 为 证 
明 ， 

引 理 6 d /€H.OD, Pf€E HOD, Wi SEH.. OD. 

这 是 因为 如 果 9E HOD, 且 PpEe4*， 则 Pe€ HOD, 由 
引 理 6 得 ?EH1(M); 但 又 有 Pee A*CH, (D, 再 用 引 理 6 得 
?€ H,CMD. HIE, RABBI 0€ HOM), Vs, füfgiSobolev 
5, 9€ 4*(M) 。P 的 正则 性 证 毕 。 

引 理 6 可 以 简化 为 

BIBT Wb /€H.OD, mH supp /包含 在 一 个 充分 小 的 8b 
BRA, BPE HM), WfeHiaOD. 

引 理 7 蕴涵 引 理 6 的 证 明 SEH M), PÍCH.QD, X 
证 fEH,,1CM)。 取 光滑 函数 4， 使 supp a 包含 在 一 个 充分 小 的 
坐标 邻 域内 。 显 然 2"f EH,《M)。 我 们 断言 , PG D € HOD. 
这 个 非常 直观 的 结论 用 广义 函数 去 证 是 十 分 简单 的 。 由 于 我 们 不 
采用 广义 函数 的 方法 ， 而 只 用 到 定义 本 身 的 想法 ， 因 此 其 证 明显 
得 有 点 累 莹 ,同时 也 是 十 分 机 械 的 。 为 此 要 证 ， 存 在 or€EH CM), 
使 得 PCaef) =o). WR /€ A*， 则 由 (19) 和 (20)， 立 刻 可 算 
出 

Plarf) = SX DLI Af -iCX )/]*a-Pf, (36) 
i 


现在 要 证 明 ， 即 使 /€ H.OMD, MGR. FRI Us 
是 ， 若 元 素 9 HLOD 满足 条 件 Pf = 9( 弱 )， 又 定义 


a= S X [o3 Af -iX f] * a-g, (37) 
1 
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则 我 们 要 证 明 PCa*f) =o( 弱 )。 ARI EHLOD, MARTE 
式 与 前 面 的 断言 等 价 。 
现在 证 上 面 的 等 式 。 取 {f。}CA4*， 使 得 lf 一 fols>0 Cam 
一 co 时 )。 由 于 Pf = 9( 弱 )， 故 对 任意 的 PE AUN 
(9,9) = (P9,f) = limCPe, f.) 
= limo, Pfa). (38) 
同时 ， 由 (36) 式 得 到 Ym， 有 
DK oo! Af, iXI) f= Pefs) -oePfs, (39) 
j 


所 以 Y?EA*， 从 (37) 及 (39) 式 得 到 
(9,0) 7 ino, P(a«f,) - a-Pf, +g) 


-(P9,af)- limat, Pf.) + (9,ag) 

= (Po, af) - (ap, g) + (ap, 9) CRI GDIR) 

= (P9,of), 
根据 弱 导 数 的 定义 得 到 PCaf) = 0 GRO. EE E. 

现在 有 af € H.(D, B. PC) e HOD, 由 引 理 7 得 到 of 

€ Hi OD. fría, HEC" 单位 分 解 ， “使 得 supp a, 包含 在 一 个 
充分 小 的 坐标 球 域内 .由 于 每 一 个 afEH: n O0, Kf 
Diese Hs, 引 理 6 得 证 。 


引 理 7 的 证 明 

我 们 首先 将 引 理 7 简化 成 为 R^ 上 的 问题 ， 然 后 对 R* 上 的 
Sobolev 空间 进行 讨论 ， 最 后 才 回 到 引 理 7 的 证 明 。 

设 [为 M 上 的 一 个 坐标 邻 域 ，{z5 ix"] 为 上 的 坐标 。 不 
petek [DEO 是 包含 在 内 的 紧 集 ， 命 CO) 


(Xeon), vox. RALEHMM, Preg. a, 并 

1 

E supp / 包含 在 充分 小 的 坐标 邻 域内 。 HF UE supp f CB" (D 
33 


=b" EE JEH: (M). 可 以 把 B"(2) 看 成 RP 中 半径 为 的 
开 球 ,这 样 就 得 先 了 解 R* 上 的 Sobolev 空间 (参看 [WwW1], 8 13), 
设 0 为 R* 的 一 个 开 集 。 对 每 个 sEZ，s>0， 我 们 将 定义 
Sobolev 空间 及 CO). (Cs CO)750 EA SE RS C^ 函数 的 集 
f. VeEeC5CD)， 定义 模 19| :为 
DE XÍ, Jaro |x, (40) 


FUR a=(a,, +09), gee wan 而 且 la| =a, + eetan, 
9(x?1: 2(x*)*s* 
与 模 上 "| ,相对 应 ， 亦 定义 内 积 (,) ,为 
o= M [rernm (41) 


lej<s Jo 
AR, 1913 = (9,9),, 
现在 我 们 加 一 个 注 记 。 如 果 (40) 和 (41) 中 的 9,9 p 次 C- 微 
分 形式 ，supp PCO，supp yCO， 则 这 些 定义 可 推广 为 


1?13= 之 | 1a°9|?dx, (40^) 
talcs 
Cam a) 
lej«s o 
其 中 若 记 ?= D) 9.4, 4x A Adete, il 
[e 
a= 2 (9*9, ng D dx'i A e A dxtp, 
[N- 
late|e >) la*e, ipl?» 
[NE 
Q9,» >) DLL M 
iy<-<fp 


用 43(O) 表 示 所 有 在 2 上 具有 COREK Sb HO A hy R 
A. REEL, QE Sobolevi H. (ORE AORT | |， 


模 的 完备 化 《〈 其 实 ， 正 确 的 记号 应 该 是 卢 ,(9)， 而 及 CO) 是 指 
4*(9) 对 于 | .| ,的 完备 化 .但 是 为 求 简便 起 见 ,在 这 里 我 们 采用 了 
这 个 简化 的 记号 ) 。 根 据 微 积分 的 分 部 积分 公式 ， 知 有 


Í aaien" f <a"9, dx, 
o e 


V$6,9€ ASCO) 亦 即 
(9,2*9), = C- DD! *! CIP, Hoa (42) 
HTL, FSB—-TtmMHRERDRT, WA— mrs 
性 微分 算 子 S*( 称 为 S 的 形式 共 轿 算 子 ) , (ER Vo, VEAS) 
有 
(9,89), = (S*0,9)o. (42^) 
显然 ， 如 果 S 是 a"， 则 (42) 蕴 含 着 S* 是 (一 1)"3"。 容 易 验 证 ， 
G) Ho (0) 2 C0), 
Gi) Vt2s20, H.CO)CCH.CO CHO). 
MEM: HS RRAMDAF, h€ H.CO) .如 果 存 在 9E HCO), 
TEAR V9 EAS CODA h, S*9) = (9,9), Wigs Sh= 9H), W SHE 
HQ). W420 ATM E h 本身 是 C" 微 分 形式 ， 则 Sh = gi 
与 普通 意义 下 的 Sh=9 是 一 致 的 。 又 从 一 般 性 推论 可 An, In 
Sh = 9( 弱 )， 则 9 在 品 o(9) 内 是 唯一 的 〈 即 除了 在 9 的 一 个 零 测 
集 上 的 值 以 外 ， 9 是 唯一 确定 的 ) 。 又 有 : 
HCH, (O), Si ake HO, V lol<s. (43) 
证 明 如 下 ， he HH,《Q)， 则 存在 序列 {ht1}CA3C0)， 使 得 当 
io], |h-5h,|,—0, 所 以 当 i,j 一 co 时 ，|h -hj|: 一 0。 由 
lS A, Va, ja|«s, MÆ lah, -ahj|o->0。 固 
Ea, HFH CO) 是 完备 的 , 故 有 h”€ HCO), (6323 ioo, 
ja*h, 一 h*|o>0。 所 以 ， 如 果 ?EA35CQ)， 则 
85 


Ch, 9°9)o = lim (hy ,9°9) 
=(- D!*!limQ*h, ,9) 
-(-D!*!*,9), 


这 就 是 说 ，3"h=h"( 弱 )，(43) 得 证 。 

很 明显 ， 如 果 he H,CO, SEmPREMOAF, m<s, M 
由 (43) 得 到 She HoCQ)。 因 此 (43) 对 于 阶 不 超过 s 的 线性 微分 算 
子 都 是 对 的 。 反 过 来 ， 下 面 的 断言 也 成 立 : 

BEAE HCO), supp &CB^, 而且 9"hE HO), 

Va, jal <s, MUA he HC). 
这 个 断言 的 证 明 要 用 到 前 面 所 引进 的 卷 积 以 及 基本 性 质 (i) 一 
Gib, gX hber, Jubel. REER OM GD, mA 
h EAO), 又 根据 性 质 Giii)，|h 一 h,1o>0〈 当 se->0 时 ) 。 现 在 
要 证 明 ， 车 1e|<<s， 则 {9"h,} 在 HoC0) 内 收敛 。 事 实 上 ， 根据 定 
X, 


44) 


ath, (x) = 9° Cie.) Cx) =f nas n G- dy, 


其 中 3 表示 是 对 于 x 的 微分 。 但 是 E LU SR 
(-D'*'«09X. G7 0, PDR Il gg. x TB x. (c 1078 Pe v f 


函数 , 则 X. Co — 9) € Cz CO) (其 实 ,既然 知道 sapp hi CBC +8), 
所 以 只 需 考 虑 xE B +2). FR, H vü BR, x. 
满足 supp x, (x - 2 CB*Q + 20 CB" D CO, FP eel). 


所 以 ， 由 弱 导 数 的 定义 (参看 (42)) 得 
ach, (x) = (-1)'*! Ch, 09X.) 
= (3°h,X,) 


=| 61b ax. G- dy 
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= (3°h#X,) 2). 
再 次 利用 性 质 (iii) 得 到 当 se-=0 时 ,有 ah, = tb) ex, — Park, 
HF V lal<s, (2*5) EHO Py Cauchy 序列 ， 从 | "| , 模 的 
MTT Ah, ) EH , CO) PUR Cauchy 序列 。 fr (h. EH. CO) 内 收 
MERE 总 *(9)。 但 是 ， 如 果 把 5 和 “都 看 作品 (9) 内 的 元 素 ， 则 
Ah ohh. hk, Mk=, Ae, |h-h.|.0, ZRBUCHD 
成 立 。 
现在 回 到 原来 的 问题 : U/€H.(OMD, 而 且 supp /CB^, 
Pf€H.OD. BIE SEH... CM). 命 0=B"(2)， 上 面 的 假设 因 
此 可 以 写 5 成 LEH (0), "PIEH. (Q) (参看 (17) 式 后 面 的 注 记 ) . 
所 以 引 理 7 变 成 设 je 如 (9)，sapp /CB^, PFEH,(Q), W 
f€H,. (2. 我 们 将 要 证 明 一 个 看 上 去 比较 弱 的 断言 : 
Een), supp fCB", PEHO), MISE HQ), (45) 
我 们 先 指出 引 理 ?可 以 从 (45) 推出 。 为 此 ， 我 们 考虑 算 子 P 在 
局 部 坐标 {x!} 下 的 表达 式 。 fD,—D a > 又 命 黎 曼 度 量 的 局 部 
ar 


表示 是 六 glydxtdxf。 从 (19) 和 (20) 立 刻 可 得 
LE 


d= Dydxi AD,, (46) 
7 


eu mani Gh x) (47) 


jk 


设 ri, & Christoffel 符号 ， 即 
Ti. XU (s +e - 20,6), 


1 
s 2j * gj Ptr d Am Adats, 
i$ 


LA 


i 之 n 1 Dr,- aq dr! aA e * A dx! p, 
itd z 
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其 中 


Psy “tp 
Dyo, pE 3x7 XX. 1ki ool“ip TÍ,. 


(48) 
由 (46) 立 即 可 得 
a P or dP); ty dx i Ae Adat Pen, 
(49) 


其 中 


Pei 


(d$), mips T 2 C D'?D, Pii tp, 
vel 


(3 ,表示 该 指标 被 删除 )。 又 由 (47) 式 得 到 
AN X, 1 (p- Gap; (9 oo adr Am Agit, 
50) 
其 中 
(69) 1 ipa 7-219 Dias 
m 


已 知已 =d+5, 故 (49),(50) 说 明 P 是 一 阶 线性 微分 算 子 。 用 (42) 
Mids, PABRIABATP*. BR, 3P -Po 也 是 线性 微分 
算 子 ， 而 且 它 的 形式 共 轿 算 子 是 (一 1)'"'CP*3° -2*P*), RNB 
指出 线性 微分 算 子 3*P -Po 的 阶 不 会 超过 |a|， 即 对 于 任意 的 
PEASZ(Q), OP- P3")9 只 涉及 39, 其 中 181 三 ia|。 实 际 上 ,对 
于 Pp 次 微分 式 ? 有 

(3° o d-d»3*")9 


1 i 
sarpi, OM -ipa 


fet pes 
= (d(2*9) -tp Jedxti A Adxisei, 
而 且 
3 (36) tp 7 ("PD au, 
88 


Pet 


= DIDO Pint as 
一 Di ,(2*94,., sip) D 


在 上 式 中 (lc| + 1) 次 偏 微 商 的 项 是 彼此 抵消 的 。 另 外 ， 
(3° o §-§ 237)? 
uih de a (gik 
(p- 1) X. 2j (9? Dias tp? 
7 gi *D4Q*9,, stp) ]dxt A Adxt pr, 


其 中 涉及 pei mt ACO] +1) 次 偏 微 商 的 项 也 是 彼此 抵消 的 .由 
WEF, WFP o P- Pa"=(3"。d-d。3")+(3"。5-5。3") 在 
形式 上 是 一 个 (la| + 1) 阶 微分 算 子 ， 但 是 由 于 巧妙 的 相互 抵消 ， 
故 实际 上 它 只 是 一 个 |9| 阶 算 子 。 这 个 观察 是 很 重要 的 。 

现在 可 以 证 明 (45) 蕴 涵 引 理 7。 设 /€ H,CO), PLEH.(Q), 
supp /CB^, WWE ASEH: COD. E]o| s, WI o*P - Po* 的 
阶 不 会 超过 s ， 由 (43) 得 到 G3"P-Pa")fE HoC0)。 He, h fi 
WPS € HC), 又 由 (43) 得 到 3*PfE HC) ik Po* f € HCO), 
Ho*fe HQ), (45) BI SEHA), Vial<s, 再 次 用 


UDEA r (NE HQ), Vi, B eH , VIBI «s 


+1。 由 (44) 可 知 /€ H,., C0). BIRTHE. 
当然 我 们 还 要 补 证 (45)。 根据 Carding RAR, FE c0, 
2%>>0， 使 得 对 任意 的 vC 43(9) 有 


elt Pols valolo GD 


《为 方便 起 见 ， 对 任意 的 s， 我 们 用 总 *(9) 的 模 |*1* 而 不 用 模 
l* 122. SHED 60, 80, ft 
?os 二 Xe 一 Xe 
39 


根据 卷 积 的 性 质 (iii) 立 得 
lP., 410770 (4e->0, 5-08). (52) 
此 外 
IPPs, slo = [PC fx.) —PCf#X5) lo 
x|PQ*x»- Of. Lo + | CPA Ks — OD, lo 
+ {CPf)#*xs — POSOlo 

又 由 卷 积 的 性 质 (iii) 得 到 右 端的 第 二 项 

CPI)*xX, — Pf) #X 5 lo—>0C 当 e,6->0 时 )。 


如 果 我 们 证 明了 
[PCOf#xX,) - (Pf)*X, |o>0 ( 当 e->0 时 ) ， (53) 
则 前 面 的 不 等 式 告诉 我 们 
Po., alo>0 CH =s,5->0 时 ) 。 (54) 


现在 用 ?,,s 取代 (51) 中 的 ?， 然 后 用 (52)，(54) 两 式 ， 则 Be, 
6 一 0 时 [9,,411->0， 即 (F*x.)4E HCO) 内 一 定 收 敛 于 某 个 VE 
Hy CQ) (BALMER Git) BE (f+. HEH OO) AEAF f, H HOC 
(9Q)， 由 极限 的 唯一 性 得 到 f= 9. UDANE. 

剩 下 要 证 明 的 是 (53)， 它 基本 上 是 经 典 的 Friedrichs 引 理 。 
由 (49),，(50) 可 知 P 是 一 阶 线性 微分 算 子 ， 所 以 可 以 把 P 象 征 性 


HERD +b, Hoh ay mt aub 是 0" 函数 (更 确切 地 


t 
说 ， 若 把 微分 式 用 它 的 分 量 来 表示 ， 则 ab 应 是 由 C” 函数 构成 
的 方 阵 ), E Anfe HC), Pfe m GO», BASSE HAO), lk 


而 ( 22) 41311) EHo(0)( 更 确切 地 说 ， 设 gE Ho(0)， 使 得 Pf = 
i 


9683), BCG, o7 P*O VPEA), FH P* 是 P 的 形式 
HAAF. MA OF, P — CFs ja, VPEA), HH 
i 


于 (g-bf) EHo(0), 这 说 明 Draf =9- O/H). BIS itio 
i 
€ Q=), Hl 
t 
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P=Q+b, 
这 样 ， 我 们 有 
IP x.) - (Phx. lo 
«|Q0d «x» - (QF #X lo 
+ [bx — OfX.lo 
右 端 的 第 二 项 可 以 改写 成 
|bCf*x.) — Cbf)*X, |o 
= |bCf*X, —f) + Gf - Of)*x,)lo 
Smaxlb] £8, —flot [bf — Oxo 
BiU EERGIDZR RAS [b *x.) — O£)*x. 0056 0I . DR IE, Jn 
果 我 们 能 证 明 
IQf«x.) - (CjD*Xs|lo->0 ( 当 s->0 时 )， (55) 
则 (53) 得 证 ， 因 而 Hodge 定理 的 证 明 就 全 部 完成 了 。 
我 们 用 处 理 着 积 性 质 iii) 的 方法 来 处 理 (55)。 Veciz 
算 子 T,，A$(CB")->A3(0)， 使 得 YPE ASCE"), 
T (9) &Q(x,) - (Q0)*x,. (56) 
RAE, HFA MAO: | RE, TL 5 RET 
IT. 1 有 一 个 不 依赖 于 s 的 上 界 。 由 直接 计算 得 到 


= 89(x— ey) 
TNO = 3ja 0 NI 


- Ej (x - Ey) (9,9) (x — e) X) dy, 
i 


由 于 
39(X — 1a9(x— ey) 
PETEN - (0,9) (x ey) = Dem, 
用 分 部 积分 可 得 


(Y. Da co[ 52 ce rend 
i Q € 


4l 


- ~ ey) [2-8 -gey 99 = EY) 
Xie en [8752 0,0x - 0259752 hay 
x 2 a(x) — a, (x — EJ) 
Ni ey) >) * (a,x) CW dy 
i 


+f roe- ey) 910,0) (x - ey)dy, 
1 


BVi, [da, |eP*(3.) Et > LAE, Rsie cn, 


|a (x) -a,(x-&y)) |<v relyl. 


因此 
IT, co <n Ie - e | +|dx(od| ly Ky 


+nE | xe lle -ey lay 


=n Í |p(e—ey)| By) dy 
o 
-nE(|9|*8) CO, 
其 中 AM=lyl-lexCy [+ |x《y)|。 用 证 明 (31) 式 的 办 法 立刻 可 
以 估计 (IP?1*B8)* 的 积分 ， 即 
IT, e] KME] bs elo, 

MAIT. rE | Bl. 显然 右 端 不 依赖 2. 所 以 算 子 了 ,在 A%C(B") 
-h — CR FK Bie RS E R nE. H FAEH”) 
的 一 个 稠密 子 集 ， T, 有 了 唯一 的 一 个 扩充 2, : HBH, 0), 
使 得 1?,1<nE|P|L1。 

Buell EQ. INA fe HC) supp fCB", 所 以 fE 
HB"), mj BO EEA {fi}CASCB™), 使 得 当 i> 吕 时 
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1f -filo->0。 我 们 要 证明: Pf = QCf#X,) -(QDx,, BIET 
任意 的 PE43(97 有 
Paf, Po = Qf eke) - Dx, 9i. (57) 


注意 ; supp 7, fB" (2). 这 是 因为 ， 一 方面 snpP T./uc 
on ($), vi 另 一 方面 ， 
Hr 一 全 ,Fo= I0 f -Pafilo NIPI- fi l0, 
BELA T.F. Tf. AB, supp (QU - COD x0 C 
»( 3. ` of pnf 3. 
B*(3). spon e A3( P2). acm 
(D, f 0) o lim (Pf Po clin f 9 
7limQQQ 8,9), - lim(Q/ x, 
= lim(f +X. 1Q*)q— lim( (OF osx, »9)o 
= (9x, , 0*0, - linQ/ Di 9) 《用 (31) 式 ) 
-2(QQQ,,9),- lim(Qf «x, Poe 
从 卷 积 的 定义 可 见 ， 如 果 命 x;(z) 三 xX,( 一 z)， 则 有 
((Qf 1)*X, Po 


> | (Qf 1) (04 sf rox (y - x)dx 


= f OFDD cre cds. 


mi veeA n (2))8 


(Qf 2sx,,9)o 7 Qi, XD. ， (58) 
显然 supP Px; CQ, fk 9*X;€ AZ(Q)s 此 (Qf 0x 
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(,,0* (Cx). 这 蕴涵 着 
(Ff,9)0= (QF#K 4) 9) - limf; ,Q* Cp#X7)) 
= (2,9. G,0* pxx7))o 
=《QCf*X。),9)o 一 (Qf,P#X5)o( 因 为 已 知 Qf€ Hu(Q)) 
= (QCfxX。) - (Dx, KADA), 
(57) 证 毕 。 因 此 
|QCf#x.) - QQD*x.lo laf lo 
TF - Taf lot Pafilo 
<Ill -filot 12. ilo. 


任 给 5>>0， 取 充分 大 的 1 可 DUE] - / ls c/ QnE|BI LO. de 
外 ， 又 可 以 取 充 分 小 的 。， EITA E. ERINE RE 
义 知 道 93;(f X) = Qf DXX BIA COAL 

PASTA Ys oio (Zaai) 


Baes- Daaf =0, 
à i 
其 中 我 们 用 了 卷 积 的 性 质 iii) 。 所 以 只 要 。 充分 小 ， 就 有 
IO.) - Of exe Ms 1+5/(2nE| B1) +È, 


(55) HE, DREN Hodge 定理 证 毕 。 

Eid 这 里 给 出 的 Hodge 定理 的 证 明 在 某 方面 与 [GH] 中 给 
出 的 证 明 相 似 ， 但 不 同 的 是 我 们 没有 用 Fourier 级 数 。 采用 标准 
的 偏 微 分 方程 的 方法 看 来 是 可 取 的 ， 因 为 它 为 初学 者 提供 一 个 罕 
视 椭 加 型 方程 理论 内 幕 的 机 会 。 另 一 个 与 [CH] 不 同 的 地 方 是 避 
免 用 广义 函数 和 引进 及 - *CM)(s>>0)。 因 为 没有 理由 引进 一 些 在 
这 里 实在 是 不 需要 的 东西 。 从 微分 几何 的 角度 看 来 ， 这 个 证 明 的 
最 显著 的 特点 是 观察 到 ， 常 用 的 关于 A 的 标准 恒等式 ( 即 所 请 
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的 Weitzenbóck ASR) atk LAC Reto ie di A 的 基本 先 验 估计 
(也 就 是 G&rding 不 等 式 )。 | 

这 里 给 出 的 证 明 或 许 是 最 初等 的 、 最 简单 的 ， 因 此 它 不 可 能 
提供 最 多 的 信息 。 在 [R] 中 ，de Rham 的 证 明 的 内 容 比 较 丰 富 ， 
他 把 算 子 G 直接 表示 成 积分 算 子 (因而 自然 是 紧 算 子 )， 并 且 积 分 
算 子 的 核 几乎 是 用 显 式 表示 出 来 了 。 这 对 于 许多 用 途 而 言 是 十 分 
重要 的 。 

Hodge 定理 的 应 用 ”我 们 现在 要 给 出 Hodge MLE BL 
中 所 引出 的 最 重要 的 结果 。 应 该 指出 的 是 ，Hodge 定理 的 最 大 用 
处 是 在 Kihler 几何 中 ， 特 别 是 在 超越 代数 几何 中 。 要 充分 地 讨 
论 这 些 定理 ， 需 要 定义 Kühler 几何 的 许多 基本 概念 ， 无 疑 要 占 
用 很 长 的 篇 幅 ， 这 是 本 书 所 力 不 能 及 的 。 所 以 我 们 在 这 里 只 能 提 
几 件 事 。 首 先 ， 同样 的 想法 可 以 用 来 证 明 关于 上 同调 群 H* CM, 
QO?(E)) 的 Hodge 定理 ,其 中 已 是 紧 致 复 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 丛 。 
这 是 近代 了 解 复 流 形 的 第 一 步 ， 从 而 Kodaira 消 没 定理 及 其 推广 
的 证 明 才 有 可 能 。 这 些 定理 构成 了 超越 代数 几何 近代 理论 的 真正 
基础 (参看 [GHJ 或 [W2],[W4])。 在 Kàhler 流 形 上 ，Hodge 定理 
能 进一步 加 细 ， 即 HM) 衬 %" 尘 Quem. 后 一 个 分 解 是 


很 了 不 起 的 ， 它 导致 模 理论 (The Theory of Moduli) 中 所 iff Ho- 
dge 结构 的 想法 。 对 于 这 些 内 容 可 看 文集 [CR] H P.A. Griffiths 
的 论文 及 其 中 所 列举 的 文献 。 

关于 Hodge 定理 在 黎 曼 几 何 中 的 应 用 可 看 [ 允 2] 和 [ 允 4]， 特 
别 是 其 中 的 $3. RMEMERRAMRSRB, (Xoo 
别 是 局 部 的 标 架 场 和 余 标 架 场 ， 我 们 已 经 用 过 下 面 的 公式 ， 设 
9E 4*， 则 

A=- Zn: "m 2j Ni Re et 
利用 (26) 式 ， 我 们 有 
«Aen - 2 Dx Pl" + (e mE thal, 
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着 ?是 调和 形式 ，Ap = 0， 再 利用 引 理 1 得 到 
L LE f, 5270. (59) 
其 中 
Fo) (Denix Ry x yt). 


在 每 一 点 *E M,F(9) 只 是 9(z) 的 二 次 型 。 我 们 称 下 是 氢 正 的 ， 
如 果 忆 是 处 处 半 正 定 的 ， 而 且 在 某 一 点 x€ M， 下 是 正定 的 。 若 
下 是 拟 正 的 ， 则 对 于 任意 的 局 部 标 架 场 (X), Dx, —0, Me 是 


FRR. MEF ERMA eM, BHO -0, 否则 f, Foo 


之 0， 这 与 (59) 式 相 了 矛盾 。 再 由 ?的 平行 性 可 知 必定 处 处 有 
P=0。 所 以 F 的 拟 正 性 蕴涵 着 M 上 所 有 的 调和 Pp- 形式 为 零 。 同 
理 ， 下 的 半 正 定性 蕴涵 着 M 上 每 一 个 调和 Pp- 形式 是 平行 的 。 
有 两 种 情形 可 以 保证 F>0 或 F0. 
情形 1 设 p=1， 则 Fl?) - Ric(?*,9*), Jtr ot 是 与 9 相 
对 应 的 向 量 场 ， 即 对 任意 的 切 向 量 场 X 有 
9*,X»-9(X). 
显然 ， 在 7n 维 流 形 上 至 多 有 个 实 线性 无 关 的 平行 1- 形 式 。 由 此 
得 到 
BochnerzE38 EMÈ n 维 紧 致 可 定向 黎 受 流 形 ， 它 的 Rice; 
曲率 是 拟 正 的 ， 则 M 上 所 有 的 调和 1- 形 式 皆 为 零 。 若 它 的 Ricci 
曲率 这 0， 则 在 M 上 至 多 有 ”个 实 线性 无 关 的 调和 1- 形 式 。 
根据 Hodge 定理 和 de Rham 定理 ，Bochner 定理 等 价 于 关于 
第 一 个 Betti Bt b, CM) fs 
# Ricci 曲率 拟 正 ， 则 b, (M) = 0， 
3E Ricci 曲率 非 负 ， 则 b, (M) in = dimM, 


这 些 结果 并 不 是 最 好 的 。 根据 Cheeger-Gromoll([CG ) XT 3E ft 
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(60) 


Ricci 曲率 流 形 的 结构 定理 (我 们 在 本 书 的 第 三 章 要 讨论 这 个 定 
理 )， 若 M 是 有 非 负 Rici 曲率 的 紧 致 流 形 ， 则 它 的 B HE 盖 流 
X MULUS CUBE M. xR, HM RRR, RA 
平坦 的 黎 曼 度量 .这 自然 胜 于 只 知道 D M<. 另 一 方面 ， 如 果 
k>0, BA M.x R: 是 黎 曼 积 流 形 ， 它 的 度量 是 这 两 个 空间 的 度 
， 量 的 积 。 从 一 些 初等 的 推 证 (参看 本 书 第 二 章 $1 中 引 理 2 的 证 
明 ) 立 知 ， 如果 入 是 任意 的 与 R 相 切 的 切 向 量 ， Wi Mox R* fis 
Ricci 3k 量 Ric— ilg Ric (X, X) = 0 (EMS Mox 及 :局 部 等 
距 ， 因 此 在 M 的 每 一 点 一 定 有 切 向 量 X fE Rie CX X =0。 如 果 
我 们 假定 M 的 Ricci 曲率 是 拟 正 的 ， 则 上 面 的 论证 说 明 K= 0， F 
RM -=ñ, HDMEGEREIEUUEJGEONRGCRS, KABE s 映 Ht m: 
BH—ME—ACBIBGE, MMH MESARE. 这 个 结 
论 自然 是 比 6,04) =0 来 得 强 。 

情形 2 Woon, 定义 曲率 算 子 罗 : ATMIOAI MuR, 
使 得 史 (XAY,ZAW) =<RyyZ,W>, Singer-Meyer 定 理 ( 见 
[Ww2] 或 [W4] 的 定理 3 ) 说 ， 如 果 . 罗 是 拟 正 的 ， RAMA, MF 
是 拟 正 的 ， 或 非 负 的 。 因 此 在 紧 致 可 定向 的 ” 维 黎 曼 流 形 上 ， 如 
果 曲 率 算 子 是 拟 正 的 (或 非 负 的 )， 则 每 一 个 调和 p- 形 式 (0<p<< 
?1) 是 零 ( 或 平行 的 ) 。 

麻烦 在 于 曲率 算 子 .多 没有 恰当 的 几何 解释 。 例 如 ， 正 截面 曲 
率 不 能 保证 .多 是 正定 的 。 这 从 下 面 的 一 系列 事实 可 以 看 出 来 。 
及 ，Geroch([GE]) 给 出 一 个 6 维 黎 曼 流 形 的 例子 ， 它 的 截面 曲率 
是 正 的， 但 是 Gauss-Bonnet 被 积 式 (参看 本 书 的 第 四 章 ) 不 是 E 
点 为 正 的 。P. Klembeck 简化 了 Geroch 的 例子 (参看 LKL])。 E 
一 方面 ， 属 于 B. Kostant 和 K.Johnson 的 一 个 口头 流传 的 定理 
说 ，.% 的 正定 性 蕴涵 着 Gauss-Bonnet 被 积 式 逐 点 为 正 的 性 质 ( 参 
看 [KU]， 第 191 页 )。 所 以 Geroch 的 例子 给 出 了 一 个 截面 曲 率 
为 正 的 黎 曼 度量 ， 但 是 它 的 曲率 算 子 .多 不 是 正定 的 。 

尽管 如 此 ， 在 这 方面 最 近 有 两 个 结果 是 值得 提出 来 供 参 考 
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的 。 首 先 要 指出 上 述 Singer-Meyer 定理 所 提出 的 问题 就 是 ， 如 
果 一 个 单 连通 紧 致 的 黎 曼 流 形 有 拟 正 的 .多 ， 则 它 是 否 与 单位 球面 
AR, REEMA HER? Micallef #1 J. D. Moore 在 最 近 一 篇 文章 
[MM] 中 用 调和 映照 的 方法 ， 给 出 这 个 问题 的 部 分 答案 。 他 们 证 
明 z,(M) 20, VP=1,2,-, (dim M — 1), FJJ] Poincaré 猜想 在 
H4 情形 的 解 ， 得 出 同 用 的 结果 (在 三 维 情形 ，Poincaré 猜 想 
尚未 有 解 ， 但 这 时 他 们 只 需 用 Hamilton 关于 三 维 流 形 的 工作 )。 
BTR OF] EAA, Hamilton 在 这 方面 有 一 个 开创 性 的 想法 ， 
而 且 证 明了 维 数 是 3 和 4 的 情形 (参见 [HA])。 Chow 和 Yang 
([CY]) 总 结 了 [MM],[CHA] 和 其 它 人 的 工作 而 证 明了 -- 个 分 类 定 
理 ， 设 M 是 一 个 单 连通 的 紧 致 黎 曼 流 形 ， 其 曲率 算 子 .多 是 半 正 定 
的 ， 则 MX 与 一 个 积 空间 等 距 ， 其 中 每 一 个 M; 或 者 与 一 个 紧 致 不 
可 约 对 称 空间 等 距 ， 或 者 与 复 射影 空间 PaC 双全 纯 同 胚 ， 或 者 
与 四 元 数 射影 空间 PnH 微分 同 胚 ， 或 者 与 单位 球面 S* RR, 
《 注 记 ，[MM]J 的 定理 要 求 .多 是 处 处 正定 的 。 但 是 加 上 [cY] 的 结 
果 就 得 知 ， 只 须知 道 .是 拟 正 的 .读者 可 以 参阅 本 书 第 二 章 8 4 
中 (0) 的 讨论 ，[W4] $ 3 的 定理 3 以 及 $6.3 的 定理 12 的 讨论 。 
Hodge 定理 在 黎 曼 几 何 及 其 有 关 领 域 引进 一 些 新 观念 和 新 观 
点 ， 因 此 它 起 着 至 关 重要 的 媒介 作用 。 要 是 没有 Hodge 定 理 的 想 
法 ， 很 难 设想 有 后 面 的 发 展 。 例 如 ， 前 面 提 到 的 Kodaira 消 没 定 
理 的 证 明 就 受到 Bochner 定理 的 证 明 的 启发 。 另 一 个 例子 是 (60) 
的 第 二 个 结论 。 从 分 析 的 角度 看 ， 可 以 提 这 样 的 问题 ， 定 理 的 条 
件 是 否 是 最 精确 的 ? 比如 ， 是 否 存在 s>0， BERG Ricci(M)> 
-e it, IAA OM) n? 当然 ， 上 面 的 提 法 是 不 很 适当 的 。 
因为 我 们 一 开始 就 可 以 取 00M) 9 n 的 紧 致 流 形 M; 而 对 于 任意 
的 s>0, 在 M 上 必 存 在 黎 曼 度量 , 使 它 的 Ricci 曲率 有 下 界 - ez。 
实际 上 因为 M 的 紧 致 性 ，M 上 的 黎 曼 度量 g 的 Ricci th 率 必 有 下 


界 ， 不 妨 设 Rie(g) 之 -A?。 对 于 取 定 的 e>0, dr I=Ag, MD 
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也 是 M 上 的 黎 曼 度量 ， 并 且 Rie (D — 6^. HAM, RSE 
的 是 与 度量 的 伟 缩 无 关 的 几何 条 件 。 例如， 车 5 是 M 的 直径 ， 则 
条 件 9。Ric(M) 之 -2? 与 度量 的 伸缩 无 关 。 事 实 上 ，Gromov 
([GLP]) 已 经 证 明 ， 


FERS n iX e-0, 只 要 ” 维 紧 致 黎 曼 流 形 
对 满足 条 件 9"RicCM) 二- &', BA 5,0) n, 


在 本 书 的 第 五 章 ， 我 们 还 会 讨论 这 个 定理 。 Gromov 的 证 WAT 
一 些 新 的 想法 ,与 Bochner 定理 的 证 明 完全 不 同 。 后 来 ,S.Gallot， 
P ,Bérard 等 等 大 大 地 推广 了 Bochner 技巧 来 重新 证 明 Gromov 的 
定理 ( 见 LGA1],[GA2],[BE])。 因 此 在 这 方面 是 应 该 还 有 重大 发 
展 的 。 

关于 Hodge 定理 在 黎 曼 几 何 中 的 应 用 ， 还 要 提 到 一 个 未 解决 
的 问题 ， 正 截面 曲率 的 紧 致 流 形 的 第 二 个 Betti 数 b, OD e 
一 定 成 立 ?至 今 既 无 反例 ,也 无 足够 的 证 据 支 持 这 种 猜想 。 在 这 方 
面 的 第 一 个 有 意义 的 结果 是 M.Berger([B1]) 给 出 的 。 他 证 明了 ， 


(A) 若 M 是 (2m+ 1) 维 紧 致 黎 曼 流 形 ， 它 的 截面 曲率 


;g 2¢m—1) 
MEZD <K<I, MaM) = 0。 


根据 Poincaré HHH, Bm=2ht, CHA MA: 
设 M 是 5 维 紧 致 歼 曼 流 形 ， 它 的 截面 曲率 满足 
2/11<K<1, 则 M 是 实 同调 球 , 即 b,(M) =0，1<i<4。 


后 来 ， 他 把 上 面 的 曲率 条 件 改进 为 洁 <K<I1([B2])。 在 同一 篇 
文章 里 ，Berger 还 得 到 
(B) 对 于 4 维 紧 致 黎 曼 流 形 ， 若 和 <K<1， 且 "是 
H?(M,R) 中 任意 一 个 非 零 元 素 ， 则 0? 40. 
49 


现在 我 们 知道 (B) 是 相当 弱 的 结果 。 因 为 球 定理 (CThe Sphere 
Theorem) 说 ,截面 曲率 适合 二 <K<1 I GERE AE CELA FR 
KF RW LCW], §8, $9. BEDA H'Ob 2) -0,1«i« 
dimM — 1, 

定理 (A) 的 证 明 是 通过 精细 地 估计 曲率 的 界 ， 进 而 证 明 FO) 
在 每 一 点 是 正定 的 。G.Tsagas 给 出 了 定理 (A), (B) 的 一 些 不 太 要 
紧 的 改进 (LT1],[T2])。 定 理 (B) 的 有 意义 的 补充 是 D，Hulin 在 
最 近 给 出 的 。 在 [HU1] 中 他 证 明了 ， 


EME 4 维 紧 致 黎 曼 流 形 ， 并 有 <K<1， 则 映射 


H'CM,R) x H?(M, R) 3 (a, B) 
PaA 8€ H*'(C4,R)—R, 
是 非 奇异 的 。 
同时 他 证 明了 ( 见 [LHUI] 和 [HU2])， 


(O 设 M 是 = 维 紧 致 黎 曼 流 形 ， 若 有 一 个 充分 小 的 (但 
是 可 以 直接 计算 出 来 的 ) 正 数 。, 使得 十 -se< 
K<1, Aj hM. 


定理 (C) 的 证 明 要 点 是 在 上 述 假定 下 ， 证 明 非 零 的 调和 2 次 微分 
式 必定 是 平行 的 、 唯 一 的 。 定理 (C) 与 球 定理 的 可 能 的 推广 有 联 
系 ， 我 们 将 在 第 五 章 再 回来 讨论 这 个 问题 。 

你 会 感觉 到 上 面 这 些 定理 虽然 不 是 很 漂亮 ， 但 却 是 十 分 有 趣 
的 。 由 于 Hodge 定理 在 Betti 数 与 调和 形式 之 间 建 立 了 联系 ， 进 
而 通过 (59) 在 Betti 数 与 曲率 之 间 建 立 了 联系 ， 所 以 人 们 对 于 它 
在 大 范围 黎 曼 几 何 中 所 起 的 枢纽 作用 一 直 抱 有 很 大 期 望 。 虽 然 到 
目前 为 止 ，Hodge 定理 在 黎 曼 几何 中 所 产生 的 影响 ， 远 远 不 能 和 
CH Kabler 儿 何 及 超越 代数 几何 中 所 起 的 作用 相 比 ， 但 是 从 对 
于 黎 曼 几 何 的 总 体 了 解 的 角度 看 来 ，Hodge 定理 是 必 不 可 少 的 ， 
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第 二 章 fum 


本 章 讨 论 关 于 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 (holonomy group) 的 主要 
结果 及 其 在 1980 年 以 后 的 新 发 展 。 在 一 般 书籍 中 不 但 没有 关于 这 
个 题目 的 比较 详细 的 阐述 ,甚至 于 不 给 出 和 乐 群 的 定义 (但 是 可 以 
参阅 LKN] 和 [BES2]， 特 别 是 [BES2] 的 第 10 章 )。 究 其 原因 ， 可 
能 是 在 1956 一 1980 年 这 二 十 五 年 中 ， 和 乐 群 被 认为 是 一 个 次 要 的 
概念 。 这 一 点 在 下 文中 将 有 更 详细 的 解释 。 但 是 自 1980 年 开始 ， 
有 数 篇 文章 指出 和 乐 群 应 该 是 歼 曼 几何 的 主要 研究 工具 之 一 。 同 
时 ， 过 去 十 年 的 另 一 些 工作 也 大 大 地 增进 了 对 和 乐 群 本 身 的 了 
解 。 所 以 在 这 个 时 候 对 和 乐 群 作 一 个 系统 的 介绍 ， 似 乎 是 一 件 应 
该 做 的 事 。 此 外 ， 在 这 个 领域 之 内 ， 有 一 些 结果 无 论 从 哪 一 个 角 
度 看 来 都 是 十 分 优美 的 。 

这 一 章 有 两 点 是 比较 特别 的 。 第 一 ， 由 于 这 个 讨论 所 牵涉 的 
幅面 比较 广 ， 我 们 不 可 能 给 出 所 有 定理 的 证 明 。 自 然 我 们 会 叙述 
必要 的 定义 和 提供 证 明 的 大 意 。 和 希望 读者 从 引用 的 文献 中 继续 深 
和 人 研究。 其次， 这 一 章 是 从 历史 源流 的 角度 来 写 的 ， 从 1925 年 开 
始 ， 到 1987 年 为 止 。 读 者 习惯 了 一 般 数学 书籍 的 定义 一 定理 一 证 
明 的 叙述 形式 ， 也 许 会 对 这 种 写法 觉得 很 奇怪 。 但 是 任何 一 个 数 
学 工作 者 都 需要 一 点 历史 观 。 不 认识 过 去 ， 则 不 可 能 测度 未 来 。 
我 们 希望 借 这 个 题目 ， 带 给 读者 一 些 新 的 观点 。 


$1 基本 概念 及 结果 


和 乐 群 这 个 概念 是 Elie Cartan 在 1925 年 首先 引进 的 〈 见 
[CAR2]， 第 18 一 29 JD .在 这 篇 文章 中 ， 和 乐 群 这 个 名 词 并 未 出 
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现 。 在 较 迟 的 两 篇 文章 [CARI] 和 [CAR3] 中 ， 他 才 开始 用 这 个 
名 词 。 事实 上 对 于 任意 一 个 主 从 上 的 联络 都 可 以 定义 和 乐 群 。 可 
是 在 本 节 中 ， 和 乐 群 是 指 在 黎 曼 流 形 上 对 于 一 个 国定 点 同 伦 于 零 
的 闲 曲线 所 诱导 的 切 空 间 上 的 等 距 同 构 所 构成 的 群 。 说 得 更 精确 
一 点 ， 设 从 为 黎 曼 流 形 ，xE M，? 是 由 x Bly 的 分 段 光滑 曲线 ， 
则 由 沿 Y 的 平行 移动 得 到 等 距 同 构 y: Moo My. Ax =y， 则 有 
等 距 自 同 构 y: Mam Me. PAs DRAM ELA 

H 249 SAEI x 为 基点 的 同 伦 于 零 的 分 段 光滑 闭 曲线 )} 。 
所 以 妃 是 内 积 空间 Mz 的 等 距 自 同 构 群 的 子 群 ， 即 HCOCn)， 其 
中 n= dimM,0(n) 为 正 交 群 。 我 们 同时 亦 引 进 

H* = (9 EVA x 为 基点 的 分 段 光 滑 闭 曲线 }， 

PH Hs 为 基点 的 整体 和 乐 群 。 显然 了 是 AFH. ERR 
中 ， 我 们 比较 注重 五 。 

关于 这 两 个 定义 需要 加 一 些 按 语 来 汪清 一 些 可 能 出 现 的 混 
请 .首先 ,上面 所 定义 的 妃 在 一 般 的 文献 中 被 称 为 狐 义 齐 性 和 乐 群 
(the restricted homogeneous holonomy group), 而 H* 是 齐 性 
和 乐 群 。 这 里 的 齐 性 是 指 上 面 的 平移 9 是 在 通常 意义 的 线性 联络 
下 的 平移 ， 而 不 是 所 谓 对 应 的 仿 射 联络 下 的 平移 (参看 [KN]， 第 
130-1310). RYAREN 的 定义 内 所 用 到 的 v 都 是 同 伦 于 零 
的 闭 曲 线 而 非 任意 的 闭 曲线 。 我 们 故意 改动 了 这 两 个 标准 名 词 ， 
一 方面 是 因为 这 似乎 比较 恰当 ， 另 一 方面 是 因为 及 对 我 们 更 为 重 
要 ， 所 以 应 该 给 它 一 个 比较 简单 的 称呼 。 从 概念 上 看 来 ， 则 比较 
重要 的 原因 是 ， 通 过 下 文 的 和 乐 定理 我 们 对 五 的 认 识 要 丰富 得 
多 。 第 二 点 是 在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 故意 不 谈 所 用 曲线 v 的 可 微 
性 ， 其 实 不 论 用 分 段 C! 的 闭 曲线 或 者 分 段 C” 的 闲 曲 线 ， 所 得 到 
的 瑟 和 H* 是 一 样 的。 这 是 Nomizu 和 0zeki 的 一 个 注 记 ( 见 LKN]， 
第 85 一 87 页 ) 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 将 略 去 分 段 光 滑 这 四 个 字 ， 
TARASA. BoA, WEFR, HA H* 的 定义 是 依赖 基点 
89. dnAH GOTH G0 3&4) BEA x 和 y 为 基点 的 和 乐 群 ， 则 不 难 


55 


BANG) -67HGO)6, PCR Ay 的 曲线 。 同 理 ， 
H* (x) =6-1H*(y)6。 特别 是 ,， HCO S HOD E H, HG) 与 
H*(y) 同 构 。 下 面 我 们 将 不 特别 指明 基点 为 + 。 景 后 ， 上 面 所 给 
HOH 和 H* 的 定义 ， 显 然 不 涉及 黎 曼 度量 ， 而 只 需要 有 联络 就 
行 了 (就 是 说 ， 只 要 有 平移 的 定义 ET). 但是， 关于 一 般 线 
性 联络 的 和 乐 群 ， 除 了 下 面 的 和 乐 定理 以 外 ， 并 没有 特别 精采 的 
结果 ， 所 以 不 如 一 开始 就 考虑 黎 曼 度量 的 Levi-Civita 联 络 好 了 。 

现在 要 指出 ，H 是 特殊 正 交 群 SO (m) 内 的 弧 连 通 子 群 ， 即 对 
每 一 个 1€E 入， 必 有 曲线 i:[0,1]->H 将 五 的 单位 元 素 。 与 连结 
起 来 。 理 由 是 ， 如 果 h = Yy，? 是 一 条 同 伦 于 零 的 闭 曲线 ， 则 有 单 
BRB}, 使 得 7 =Y，Y。= {x*} ( 常 值 路 径 ) 。 于 是 所 要 
的 曲线 "可 以 定义 为 5 (9 =P. Hi Kuranishi-Yamabe 定理 (BA 
[KN], Appendix 4) 知道 ， 任 意 李 群 内 的 弧 连 通 子 群 一 定 是 李 
FR. RUNS SO (n) 内 的 连通 李子 群 。 同 时 用 一 些 初等 的 推 
理 ， 也 可 以 证 明 H* 是 正 交 群 OCn) 内 的 李子 群 ， 并 且 H* 的 单位 元 
素 的 连通 分 支 就 是 五 〈 见 L[KN]， 第 73 页 ) 。 一 般 来 说 ， 万 * 有 无 
限 多 个 〈 但 是 可 数 多 个 ) 分 支 ， 因 此 是 比较 难处 理 的 。 这 就 是 上 
面 我 们 已 经 说 过 的 比较 注重 万 的 原因 之 一 。 

命 末 的 李 代 数 为 9， 称 为 和 乐 代数 。 由 于 万 内 每 个 元 素 都 是 
切 空间 Mz 的 线性 自 同 构 ， 所 以 9 的 元 素 都 是 Mz 的 自 同 态 ， 因 此 
可 以 用 矩阵 来 表示 。 说 得 更 清楚 一 点 ， 设 4E9， 则 在 五 中 存在 
曲线 0 :[0,1J-> 态 ， 使 得 0 (0) =e，o (0) =A, XH, A 所 对 应 的 
自 同 态 可 以 定义 为 


à ; 
ACO = Ds, | VX€Mz. a» 


因为 昌 是 SO Cn) 的 李子 群 ， 所 以 9 是 50《n) 的 李子 代数 ,其 中 so Cn) 
是 SO (n) 的 李 代数 ， 亦 即 所 有 反对 称 n x ?矩阵 的 集合 。 特 别 是 ， 
每 个 A4E9 本 身 是 反对 称 和 矩阵 。 在 刻画 9 之 前 ， 让 我 们 先 回顾 一 下 
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有 关 的 历史 发 展 。 

Elie Cartan 在 1926 年 的 文章 [CAR3] 中 引进 和 乐 群 这 个 名 词 
时 ， 说 了 一 句 很 有 意思 的 话 :我 提议 称 这 个 群 为 和 乐 群 。 我 至 说 
ikAJE ED AR — Apae JOE Us 4 REP, 扮演 一 个 重要 的 角色 
([CAR3], 4& 2 Ji; WADE RE). BR, Cartan 对 这 个 新 的 不 
变量 抱 有 很 大 的 期 望 。 但 是 在 1926—1949 这 二 十 五 年 中 ， 除 了 
Cartan 自己 的 一 篇 文章 [CAR4] 深入 地 研究 了 对 称 空间 的 和 乐 群 
以 外 ,在 这 方面 并 没有 其 它 可 圈 可 点 的 结 果 ( 在 [CAR4] 中 ,Cartan 
第 一 次 定义 了 对 称 空间 ， 并 且 证 明 一 个 单 连通 对 称 空间 的 和 乐 群 
一 定 与 它 的 迷 向 群 同 构 。 他 用 这 个 事实 来 进行 对 称 空间 的 分 类 工 
作 )。 在 1950 年 另 一 个 杰出 的 几何 学 家 响应 了 Cartan 对 和 乐 群 的 
重视 。 在 当年 的 国际 数学 家 会 议 上 ， 陈 省 身 给 了 一 个 主要 演讲 ， 
该 演讲 的 主题 是 我 们 现在 所 称 的 Chern-Weil 同 态 在 拓扑 及 几何 中 
所 起 的 作用 〈([CHN1])。 但 是 在 最 后 一 段 中 ， 他 却 引进 和 乐 群 作 
为 终结 。 这 个 段落 的 开头 是 这 样 的 ;在 结束 之 前 ， 我 有 要 提 及 一 个 
概念 ， 就 是 所 谓 的 和 乐 群 。 虽 然 这 个 概念 和 上 述 讨论 是 没有 关联 
的 ， 但 是 它 将 会 在 联络 理论 中 占 一 个 重要 的 地 位 。 为 什么 Cartan 
和 陈省身 都 这 么 看 重 和 乐 群 这 个 概念 ? 我 们 可 以 作 这 样 的 猜测 
M Felix Klein 的 Erlangen.Program(1871) 开 始 ， 所 有 的 几何 学 家 
都 向 往 用 群 论 来 了 解 几何 学 的 可 能 途径 。 一 般 的 黎 曼 流 形 的 不 变 
量 〈 例 如 曲率 、 测 地 线 等 等 ) 都 是 和 分 析 有 关 的 ， 而 和 乐 群 是 一 
个 李 群 更 玄妙 的 是 ， 这 个 李 群 的 定义 本 身 已 包含 了 流 形 上 所 有 
平移 的 信息 。 这 自然 使 人 想到 ， 如 果 能 够 了 解 这 个 群 就 会 对 流 形 
的 全 部 了 解 离 得 不 远 了 。 特 别 是 在 1950 年 时 ， 人 们 已 开始 重视 李 
群 ， 而 且 已 充分 了 解 到 一 般 的 代数 不 变量 〈 如 同 伦 群 ， 同 调 群 等 
等 ) 在 拓扑 学 中 是 如 何 起 决定 性 作用 的 。 有 了 这 个 背景 ， 自 然 会 
联想 到 和 乐 群 在 黎 曼 几 何 中 也 可 能 有 同等 的 重要 性。 

在 1950 年 有 另外 一 篇 文章 对 近代 几何 的 发 展 有 深远 的 影响 ， 
这 就 是 Ehresmann 所 写 的 、 对 任意 主 从 上 的 联络 作出 严格 定义 的 
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文章 LEH]。 虽然 Ehresmann 的 主要 想法 洲 源 于 Elie Cartan 的 早期 
工作 ， 但 是 他 给 出 的 这 个 精简 、 明 确 的 联络 定义 是 对 近代 几何 起 
枢纽 作用 的 一 个 贡献 ,可 是 ,Ebresmann 的 工作 只 限于 澄清 和 总 结 
过 去 的 几何 学 研究 ， 例 如 Elie Cartan 在 1920 年 左右 关于 几何 学 的 
文章 ,陈省身 的 Gauss-Bonnet 定理 的 证 明 ( 见 下 面 的 第 四 章 ) 等 等 ， 
用 这 个 定义 来 开创 新 局 面 的 ， 首 推 1953 年 的 Ambrose-Singer 关 于 
和 乐 定理 的 文章 [AMS]。 据 Ambrose 自己 说 ， 他 那 时 要 急切 弄 清 
楚 的 是 ， 一 个 联络 的 曲率 张 量 完 竟 曲 在 哪里 ? 众所周知 ， 欧 氏 
SR (关于 它 的 典范 度量 ) 是 平坦 的 ， 无 曲率 的 ， 而 且 它 的 
和 乐 群 就 是 由 单位 元 素 组 成 的 。 如 果 能 够 把 曲率 张 量 与 和 乐 群 联 
系 起 来 ， 证 明 曲率 张 量 直接 控制 着 平行 移动 ， 就 会 充分 地 显示 拘 
的 意义 。 在 Cartan 的 [CAR1](p.47) 和 [CA3](p.5) 中 有 同样 一 
名 话 ， 和 乐 群 是 由 绕 着 无 穷 小 的 闲 蝎 线 的 平行 移动 生成 的 〈 意 
译 )。Ambrose 和 Singer 从 这 里 得 到 启示 ， 而 证 明了 这 个 领域 里 的 
经 典 定理 ， 

Ambrose-Singer MRES (CAMS) 设 R 是 黎 曼 流 形 M 的 
曲率 张 量 ，9 是 M 的 和 乐 代数 ， 则 

9 =Span{Ẹ- > Rios GC:X,YE MUR. 
任意 的 从 x 出 发 的 曲线 }。 

由 于 9 是 一 个 有 限 维 的 李 代数 ， 所 以 上 式 的 右边 其 实 只 要 用 
适当 选 出 的 有 限 多 条 曲线 ? 就 足够 了 。 如 果 我 们 把 9 看 成 一 组 矩 
阵 ， 则 这 些 扎 阵 可 以 用 如 下 的 方式 表达 : BELL s UU HB x 
Bor VAM. Me REPEC en}. HF 
个 1， 计 算 线 性 变换 Rzw:My, >M, % 于 基 WD, m, 
Či Cen) JADIER, 其 中 Z,W 取 遍 整 个 My,。 则 必 有 适当 的 了 ,,*…， 
£e 使 得 这 些 和 矩阵 线性 张 成 的 空间 就 是 9. 为 了 下 面 $4 的 需要 ， 
我 们 再 叙述 另 一 个 表达 和 乐 定理 的 等 价 方法 .对 每 个 yE M， 定 
义 My 上 的 一 组 线性 变换 

ACy) =Span{ Rxy :X,Y € My}, 
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命 8LCMy) 为 My Eft B Fe] n MPAA nx n 和 矩阵 的 集 合 . 于 是 
hGQ)J&SLOM,D. 内 的 一 个 子 空 间 ， 但 不 一 定 是 李子 代数 。 如 果 《 
是 一 条 连结 x Sy HR, MSs 是 SMa) 内 的 子 空间 .。 
和 乐 定理 说 明 有 适当 的 从 x 出 发 的 曲线 61,…,Y， 每 条 ?1 连结 * 
与 yi， 使 得 (E71hCy1)S4:i=1,…,k} 在 8LCMs》 内 线性 张 成 的 
子 空间 就 是 和 乐 代数 。 因 此 有 

推论 ” 设 对 于 每 条 由 xz 出 发 的 曲线 :都 有 ChE = 有 (x)， 
其 中 y HAA, MEM ORE. 

在 这 里 我 们 不 打算 给 出 和 乐 定 理 的 证 明 ， 请 大 家 直接 去 读 
[AMS] 好 了 。 这 不 仅 是 为 了 节省 篇 幅 ， 同 时 也 是 因为 这 篇 文章 写 
得 非常 清楚 。 到 目前 为 止 ， 还 设 有 一 个 人 找 出 比 LAMS] 更 简单 的 
关于 和 乐 定理 的 证 明 (顺便 提 一 下 ， 在 CLAMS] 中 第 一 次 引进 了 三 
个 现 为 大 家 通用 的 名 iñ: diffeomorphism, horizontal vector, 
vertical veetor)。[AMS] 证 明和 乐 定 理 的 最 主要 一 步 就 是 先 证 
明文 献 [KNJ] 中 第 83—85 页 所 提 到 的 和 乐 群 约 化 定理 。 所 以 
[KNJ 所 给 出 的 和 乐 定理 的 证 明 就 是 [AMS] 原 来 的 证 明 。 这 一 点 
在 [KN] 内 没有 说 清楚 ， 使 人 遗憾 

我 们 已 经 在 上 面 提起 ， 这 个 和 乐 定理 其 实 对 于 主 从 上 的 联络 
都 是 成 立 的 .虽然 目前 我 们 只 需要 考虑 黎 曼 流 形 的 特殊 情形 ,但 是 
[AMS] 的 证 明 并 不 因此 而 简化 。 另 一 方面 ， 线 性 联络 的 和 乐 定理 
同时 也 被 Nijenhuis 独 立 证 明 ， 见 LN]。 不 幸 的 是 ， 因 为 LAMS] 的 
定理 更 广泛 ， 而 且 其 证 明 也 更 优美 ， 所 以 比较 起 来 CN] 就 不 为 大 
家 所 知 。 还 有 一 点 ， 在 上 面 叙 述 和 乐 定 理 之 前 ， 我 们 录 出 了 Elie 
Cartan 的 一 句 话 。 由 这 和 句 话 我 们 知道 Elie Cartan 大 概 隐约 地 知道 
和 乐 定理 是 怎么 一 回 事 。 但 是 Elie Cartan 从 来 没有 明确 地 写 下 过 
和 乐 定理 ， 更 谈 不 上 证 明 。 可 是 LKN]( 见 第 288 页 ) 却 断言 Elie 
Cartan 航 和 乐 定理 是 首先 由 Ambrose-Singer 严格 给 予 证 明 的 。 读 
者 自己 可 以 看 出 这 与 事实 是 不 符 的 。 

虽然 我 们 不 证 明和 乐 定理 ， 但 是 应 该 给 出 一 个 直观 的 解释 ， 
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境 明 和 也 代数 是 与 曲率 有 关 的 。 固 定 xE M， 我 们 将 具体 地 写 出 
一 条 以 x 为 基点 的 分 段 光滑 闭 曲线 ”， 然 后 直接 算出 当 y 充分 小 
时 向 量 X 沿 ?平移 一 周 所 得 的 增 量 ， 其 中 就 出 现 了 曲率 。 为 此 ， 
投 {y!，,*…,y"} 是 以 x 为 中 心 的 法 坐标 系 ， 即 是 说 
d (x)20, Viz1,-,n, 
TÍ,G)-0, Vi, j,k, 
其 中 rfet fly Christo- 
ffel FES, Sgt y^ 
=0 所 定义 的 曲面 中 取 v 为 图 
1 所 示 的 环 路 ; 命 
Ay! = CAJ!,0, 5,0), 
A! = C, Ay*,0, 7,0), 


Ei 则 ?的 四 个 角 点 x,Pp,9,7 可 以 
分 别 写 成 : p=x+Ayi,， q-p* AV, r=q-Ay. id 
X= Ax]. . 


将 X 沿 环 路 ?平移 至 Pigir， x， 则 分 别 得 到 XilpEMp， 
Xla€ Ma, XI, € M; A XI € Ms. 自然 ,我 们 要 计算 的 是 AX 
mX|.-XQOXHBAX 就 是 向 量 X 绕 7 平移 一 周 的 变 差 。 命 AX = 


Zaxo P 。 让 Ay', Ay 充 分 小 ， 由 Taylor 展 开 式 得 到 
; z 


xillar 2] aed Er atte, 


ax? 
X'|a7X!|p* ETÀ p AM +e i ap ir], CAD? +o, 
Xtlr=X!| wl. (A. D XT. A e 
r q ay y 2 Cy)? y) , 
X's 2x. AT Q0 m OD nm, 
把 以 上 各 式 相 加 得 到 
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AX! = (Xt -XÐ |z 


ext 
ay 


-2 |, )«ar Xx 


E ax 
= (av) (Bar 


z 


ax! | ) 


T E X 
eg ae "(Gaye p GH la 
ax! 
Jes 


yi 
* BCA (0 p Gy 
EZ 是 沿 任意 一 条 曲线 OD OA 平行 向 量 
场 ， 则 它 满足 方程 组 


d i 
+ Drei Z* =0, 
Dm 


在 前 面 的 环 路 中 ， 从 4 到 7 的 曲线 是 ! > CA! tA, 0, 7,00, 
0<t<As', "e 


xX r+ Zire, 


所 以 
i 
EU (EC eX" lq 
1 i 
= O rie] cav e) 
k 
x (xta E|, am XE ao + ) 
1 
--XEXXHie| avy Se] aso )xrls+t 
k 
同 理 得 到 
Li 
E s = DEX) 12 70, 
i 
|= EH un + xt 


k 
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a Ex EE | Ay » xtate 
+ 4 2 

因此 

AX! s raso Phe | e| dun, 

=(Ra a XD! IZCAJDO CA?) +, 
ay! ay? 

即 当 环 路 充分 小 时 ，AX 近似 F O30 x (面积 )。 这 就 直接 说 
明了 曲率 和 平行 移动 的 密切 关系 。 


现在 回 到 一 般 黎 曼 流 形 的 讨论 。 通 过 和 乐 定理 得 知 ， 和 乐 代 
数 是 由 曲率 张 量 所 控制 的 。 然 而 曲率 张 量 要 遵守 两 个 Bianchi 恒 
等 式 ， 所 以 我 们 从 直观 上 可 以 觉察 到 ， 一 个 由 曲率 张 量 生成 的 李 
代数 9 是 不 可 能 有 太 多 自由 的 。 比 方 说 ，9 不 可 能 太 小 。 我 们 通过 


下 面 两 个 简单 的 例子 作出 解释 。 
例 1 取 
0 
g-|a 0  , ,|E€seco, 
0 -b 0 


其 中 a,b 是 非 零 实数 。 用 9 表示 sol4) 中 由 9g 生成 的 李子 代数 ， 
我 们 断言 ，9 不 可 能 是 任何 四 维 黎 曼 流 形 的 和 乐 代数 。 

用 反 证 法 假定 9 是 某 个 黎 曼 流 形 M 的 和 乐 代数 ， 取 x*E MR 
单位 正 交 基 底 {ebeayesedjCMz。 则 对 任意 的 1 和 4,B<4， 应 该 
有 R。 esE 9 约定 指标 的 取 值 范围 是 

1<4,8,Y<2, 3<i,j,k<4, 
因为 gl(e。)E Span(e,,e;), dk 
Re e 845052 = <Re e P2581? 
=<t e g(6:),0,5 70, 
其 中 假定 Re 712 IER, AMER... =0. Bianchi 恒等式 
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得 到 - 
Ree; + Re o fa Re e i7 Re estt 70. 
T Reyes =S* 9 WI 
O= Rese C1 =S t ICE) = - 0565, 
HeS=0, Reze, = 9. 同 理 可 得 Ree; 70, 因此 R.,.,70. 用 
ER an TUER, AEREA 
E? Rzooiaó =0, VX,XEMz. 
于 是 根据 和 乐 定理 ，M 的 和 乐 代数 是 零 ， 与 假设 矛盾 。 
注 记 “把 上 面 的 论证 略 加 推广 就 变 成 下 文 的 引 理 1 的 证 明 。 
说 得 更 精确 一 点 ，9 所 以 不 能 是 任何 流 形 的 和 乐 代数 ， 主 要 原因 
- 是 9 在 R* 上 的 作用 是 完全 可 约 的 ， 即 R' 可 以 分 解 成 9 的 两 个 真 不 
变 子 空间 的 直 和 。 可 是 上 面 的 论证 〈 即 下 面 的 引 理 1 的 证 明 ) 基 
本 上 指出 ， 要 是 9 是 和 乐 代数 ， 则 对 应 的 9 本 身 必须 是 两 个 李 代数 
的 直 和 。 特别 是 应 该 有 dimg>2, ži dims- Uf JB. 
例 2 设 M 是 有 常 曲率 k 尖 0 的 黎 曼 流 形 , R 是 M 在 点 的 曲 
率 张 量 ， 则 对 任意 的 X,Y,ZE Mz 有 
RxyZ=K(CCX,Z2Y 一 (Y,Z>X) 

(参看 [KN], 第 200 页 )。 在 Mz 中 取 单 位 正 交 基 底 {eb en) M 
变换 Re pe ESI) 的 矩阵 是 kEi; ,其 中 E1j 是 在 第 i 行 .第 i 列 的 
元 素 为 1 ,在 第 7 行 、 第 i 列 的 元 素 为 -1， 而 其 它 元 素 为 零 的 矩 
阵 , 即 {E13 :i 过 让 构成 了 soln) 的 基底 .所 以 M 的 和 乐 代数 是 so0(n)， 

仅 由 这 两 个 例子 就 可 以 看 出 ,如 果 50《n) 内 一 个 李子 代数 0 是 
由 一 组 曲率 张 量 线性 生成 的 ， 则 日 一 定 受 到 相当 严格 的 限制 ， 在 
1955 年 ，Marcel Berger 首先 有 系统 地 给 出 这 个 想法 的 确切 意义 ， 
这 就 是 S 2 中 要 讨论 的 Berger 分 类 定理 。 数 年 以 后 (196245), J. 
Simons 更 进一步 地 从 抽象 的 观点 将 这 个 想法 大 大 地 澄清 和 加 深 
了 。 这 也 是 在 $ 2 中 要 讨论 的 。 

现在 要 指出 ,我 们 可 以 简化 对 和 乐 群 的 讨论 , 即 不 必 考虑 一 般 

63 


的 和 乐 群 ， 只 要 讨论 不 可 约 的 和 乐 群 就 行 了 。 不 可 约 和 乐 群 是 指 
和 乐 群 态 在 切 空间 Mz 上 的 作用 是 不 可 约 的 〈 即 不 存在 任何 真 不 
变 子 空间 )。 在 解释 这 句 话 之 前 ， 我 们 先 引 进 其 它 有 关 的 定义 。 
称 整 体 和 乐 群 ARAL, WR HE Mz 上 的 作用 不 可 约 。 
车 歼 曼 流 形 M 的 整体 和 乐 群 不 可 约 ， 则 称 M 是 不 可 约 流 形 。 希望 
下 面 几 个 注 记 能 帮助 读者 将 这 些 定义 之 间 的 关系 弄 清楚 : 

(A) 如 果 黎 曼 流 形 M 的 和 乐 群 互 不 可 约 ， 则 瑟 *-- 定 不 可 约 ， 
特别 是 MXM 为 不 可 约 流 形 。 

《B)》 反 过 来 说 ， 如 果 M 是 一 个 不 可 约 流 形 ， 则 其 和 乐 群 肛 
不 一 定 是 不 可 约 的 。 例 如 ; 命 Mo 是 在 R 中 定义 的 圆锥 

M={ (2,4,2); 2= X e y! (xy 2)7 (0,0,0)), 
SU aT LJ ae H1 M oS E ARE 6S0 (2 P rh BE RAI BS T 
群 ， 这 里 8 是 角度 为 2 的 旋转 ，。 所 以 Mo 是 不 可 约 的 。 另 一 方 
面 ，Mo 是 一 个 平坦 流 形 ， 所 以 和 乐 定理 蕴含 着 H-(0), EAR 
是 可 约 的 。 

(C) 如 果 将 流 形 M 的 和 乐 代数 9 看 成 Mz 上 的 一 组 线性 变换 ， 
则 9% 在 Mz 上 的 作用 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 五 是 不 可 约 的 。 这 个 断 
TUE COD 的 直接 推论 。 

(D) 如 果 黎 曼 流 形 M 是 单 连通 的 ， 则 日 =H*。 于 是 在 这 种 
情况 下 ，M 的 不 可 约 性 等 价 于 和 乐 群 五 的 不 可 约 性 ， 因 而 也 等 价 
于 和 乐 代数 9 〈 在 Mz 上 的 作用 ) 的 不 可 约 性 〈 见 (C))。 

E) 设 M 是 任意 的 黎 曼 流 形 , 0: MM 是 通用 覆盖 , 且 和 HH 
分 别 是 及 和 MM 的 和 乐 群 , 则 在 某 种 意义 下 有 五 = 五。 这 就 是 说 , 设 
$CE 有 ,XE M, METE) =x; 如 果 我 们 用 n: Mz M. HME 
MzS AEK, WASHES. BHERE x 将 MI 有 的 闲 曲 
线 BERETS) 与 M 上 所 有 同 伦 于 零 的 闭 曲 线 建立 了 一 一 对 
应 。 如 果 了 和 Y 是 在 这 个 一 一 对 应 之 下 的 对 应 闭 曲 线 , 则 由 于 x 是 

.局 部 等 距 映 射 , 了 和 YY 在 下 z= 和 Ms 上 所 诱导 的 等 距 同 构 一 定 是 相 
同 的 ， 即 五 =H。 
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(F) 如 果 黎 曼 流 形 M 的 和 乐 群 是 不 可 约 的 ， 则 M eae 
盖 吏 必 是 不 可 约 流 形 。 逆 定理 亦 成 立 。 

由 于 〈D) 一 (F) 的 缘故 ， 如 果 只 考虑 和 乐 群 ， 则 不 妨 假设 
流 形 M 是 单 连 通 的 。 现 在 讨论 互 的 可 约 性 。 固 定 xE M， 设 了 是 
Mz 内 对 于 五 的 一 个 不 变 子 空间 。 由 于 妃 是 Mz 的 等 距 变换 群 的 子 
群 ， 所 以 V MGE 交 补 V: 也 是 对 于 二 是 不 变 的 。 因 此 立刻 可 以 推 
知 Mz 有 如 下 的 正 交 直 和 ， 


Mz= EDM: DM? ， (2 


ELMS, Vi MEL ME, Visio 

HEE EBSTEHAECEJLÉS, 

Vi, MI 是 五 的 不 变 子 空间 ， 并 且 互 在 
4 上 的 作用 是 不 可 约 的 。 


在 下 面 我 们 将 会 证 明 ， 这 个 正 交 直 和 分 解 (2) 除 了 Mi, MT 
的 次 序 之 外 是 唯一 的 ， 称 为 M: 对 于 HH 的 典范 分 解 。 这 个 分 解 
的 重要 性 从 下 面 两 个 引 理 可 以 看 出 来 ， 同 时 ， 这 两 个 引 理 也 说 明 
了 为 什么 只 考虑 不 可 约 的 和 乐 群 已 经 够 了 

引 理 1 设 M 是 任意 的 单 连 通 歼 曼 流 形 ，xEe M， 而 且 和 乐 
群 互 在 M. 上 诱导 出 一 个 正 交 直 和 分 解 2)。 则 人 在 和 乐 代数 b 内 
FEMM bees ba WEE 

(a) h=9 Ob. (HAs 

《b) 每 个 0 在 MI 上 的 作用 是 不 可 约 的 ， 而 且 每 个 b， 在 
MiGsD LASTS 

O 对 于 每 个 i 有 

b; = Span{ C1Re rne: X,YEMi, “是 任意 
的 从 x 出 发 的 曲线 } 。 

引 理 2 记号 及 假设 如 引 理 1， 又 设 M 是 完备 的 ， 则 存在 不 可 
约 的 黎 曼 流 形 M', ee, M” EERURURBEH rn Hat BHEH X *… 
x Hae 


其 中 
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Zit (i) 引 理 1 的 结论 只 限于 和 乐 代数 b 而 不 涉及 和 乐 群 
瑟 本 身 。 一 方面 是 因为 我 们 的 证 明 方 法 只 能 做 到 这 一 步 ， 另 一 方 
面 是 因为 从 和 乐 定理 的 观点 看 来 ，(c) 的 结论 是 非常 要 紧 的 。 在 
[KN] 第 六 章 的 8 5b, IEBILT HAE EUR — HLIERUT EH. HL, 
EREA H EMI 上 的 作用 是 不 可 约 的 ， 而 且 万 与 Hix Xx Hs 
同 构 。 这 个 证 明和 需要 用 所 谓 的 factorization lemma ([KN], Ap- 
pendix 7)。 但 是 从 这 个 证 明 不 能 推出 每 个 五 ,的 李 代数 一 定 满足 
引 理 1 的 (e)。 

(i) 对 于 引 理 1 中 的 理想 9;， 命 太 , 是 它 在 日 内 所 对 应 的 李 
子 群 ， 则 可 以 证 明 互 ,不 只 是 一 个 抽象 的 李 群 ， 而 且 一 定 是 某 个 
黎 曼 流 形 的 和 乐 群 。 这 个 证 明 需 要 用 到 下 面 的 8$ 2 中 Simons 所 给 
出 的 Berger 分 类 定理 的 证 明 ， 以 及 § 3 所 指出 的 在 (16) 式 所 列 出 
的 每 个 群 的 可 实现 性 。 

Gi) 顺便 指出 ， 和 乐 群 一 定 是 S0(n) 内 的 闭 子 群 。 这 是 
因为 有 下 面 的 事实 : 在 SOCn) 内 的 连通 、 不 可 约 子 群 都 是 闭 子 群 

( 见 [KN]，Appendix 5)， 再 加 上 i》 所 提 到 的 结果 便 得 证 。 

对 我 们 来 说 ， 从 上 面 这 两 个 引 理 所 得 到 的 最 重要 的 结论 就 
是 ， 基 本 上 任意 的 和 乐 代数 都 是 一 组 不 可 约 和 乐 代数 的 直 和 。 而 
且 如 果 M 本 身 是 完备 的 话 ， 则 M 的 和 乐 群 是 一 组 不 可 约 和 乐 群 
的 积 。 这 就 解释 了 在 讨论 和 乐 群 的 时 候 不 妨 只 限于 不 可 约 的 和 乐 
群 。 

在 证 明 引 理 1 和 引 理 2 之 前 ， 我 们 先 指出 如 何 从 引 理 1 推出 
正 交 分 解 (2》 的 唯一 性 。 由 于 已 是 M。 中 使 五 的 作用 是 平凡 的 子 空 
jh] CANES M «P YE HAE TH PRS ASE), BEDAE ff 唯一 性 是 明显 
的 。 现 在 只 需 证 明 ， 如 果 M: 有 正 交 直 和 分 解 

M.-EQN'Q--QON*, 
E Vt, HONDCN', if EHE N' 上 的 作用 是 不 可 约 的 ， 则 
N ' 必 恒 同 于 某 一 个 Mi。 由 此 容易 验证 k=m。 为 简单 起 见 ， 只 
考 虚 i1=1， 即 N!。 设 XEN!，X 关 0。 我 们 可 以 把 XX 按照 (2〉 写 
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成 
X=C+X tet Kay (3) 

Fp eek, X,€ Mi, YT1。 我 们 断言 ， 必 存在 一 个 7 使 得 XA 
0. BRR, X-e€ E, MOAXEN'NE, KEN‘ NE= (0H 
矛盾 。 因 此 不 妨 设 X, 关 0。 现 在 要 证 明 N! = MI. hF N’, M2 都 
是 在 H 的 作用 下 的 不 可 约 不 变 子 空间 ， 所 以 只 需要 证 明 NImAM3 
ZORGT. RKE: 若 0 了 AE9s, 则 ACOEN'OM?. H 
于 XENI， 显 然 4(X)E N:。 同 时 4(e) =0 (8 在 BE 上 的 作用 和 恒 
等 于 零 ， 见 (1))， 以 及 ACK; 20, Viz2 ( 见 引 理 1 的 (b))。 
所 以 由 (3) 得 到 ACX) = 4(X:)E M3， 断 言 得 证 。 最 后 要 证明 
存在 hoE 包 ， 使 得 4o(X) 天 0。 若 AC(X)=0, VAC D, RI HES] 
理 1 的 Gm (b)， 必 有 BCX) =0, VBEb. Blk 9(X) =x, 
Vg€ H,l X€ E, ik ENN! = {0} 相 矛盾 .所 以 Ao 的 存在 性 
HE. AUR 0 A,CO € N'O M3， F ÆN =M}, COSME PE 
由 此 得 证 。 

在 给 出 引 理 1 的 证 明之 前 ， 先 作 一 个 关于 和 乐 群 的 基本 观 
察 。 苇 从 TM 的 子 丛 称 为 M 上 的 一 个 分 布 ( 这 是 [CV] 的 用 语 )。 称 
M 上 的 分 布 六 是 平移 不 变 的 ， 若 对 于 M 上 的 任意 两 点 x,y， 及 任 
ITM x 到 Bode CES STD =, Xm nM. 
S, 4XxM,y. 

第 一 和 乐 原理 ”在 黎 曼 流 形 M 上 取 定 一 点 x*， 则 M: 内 所 有 
对 于 整体 和 乐 群 H* 不 变 的 子 空间 与 MY 上 所 有 平移 不 变 的 分 布 成 
一 一 对 应 。 更 确切 地 说 ， 若 了 T OOM. 内 的 H* 不 变 子 空间 ， 则 对 
应 的 分 布 .六 定义 为 

Z, =T), VyEM, 

其 中 《为 任意 的 由 x By 的 曲线 。 

证 明 首先 指出 了 的 定义 是 有 意义 的 ， 即 ,如果 是 另外 
~~ Mx Bly Hh HR, We AST =S(T)。 这 是 因为 如 果 
RE E 的 北 曲线 记 作 fo! CANE: [0,1] >M, BEG) = 
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fU-)). XH£CUXCR EU RAAE AAR, W 
£3.£€H*. BIB Vail, £t «Ec -T, METT. 
由 上 述 .7 的 定义 立 知 .是 一 个 平移 不 变 的 分 布 。 至 于 了 各 
.久之 间 一 一 对 应 的 证 明 是 初等 的 ， 在 此 略 去 。 
引 理 1 的 证 明 “对 应 于 分 解 (2)， 我 们 在 M LEX DHT", 
ey THF, EAC 是 任意 的 从 x Bly 的 曲线 ， 则 
8，=E(E)， si=S(Mi), VÉ 
由 于 M 是 单 连通 的 ， 所 以 H=H*, KARR v7, 
,9 "的 定义 都 是 合理 的 。 因 为 (2) 是正 交 直 各 ， 所 以 在 每 一 
点 YE M， 也 有 正 交 直 和 
My = g1DF7ID"“DIT?. 
现在 定义 了 内 的 一 组 线性 子 空间 ,bj，…，*b。， 使 得 Yi 
LP = Span{E“'Ri nga :X,Y EME, “是 
任意 的 从 x 出 发 的 曲线 }。 
于 是 引 理 1 的 (ce) 是 当然 成 立 的 。 余 下 的 是 证 明 每 个 b 是 9 的 
理想 ， 而 且 (0 和 O) 也 成 立 。 
首先 作 一 些 初步 的 推论 。 由 于 8 ,.9 2 …，. ”都 是 平移 不 变 
的 ， 如 果 Hey 为 基点 的 和 乐 群 ， 则 


gle)=e,  Vg€H,, VeE By, (4) 
gH ET), VgeH,Vi, (5) 

从 (OD 和 (4) 可 得 对 每 一 点 YEM 有 
4(e)=0， Weer, VAENU), (6) 


其 中 HY) BH, WERK. Mec go, YEM, Wxrw, 


ZEMy 有 
<RerW, Z> =<Rpz8, Y> =0, 


其 中 第 二 个 等 号 用 到 (6) 及 Rws E94y) (和 乐 定理 )。 因 为 这 个 
等 式 对 于 任意 的 W,Z 都 成 立 ， 所 以 

Rey=0, Ve€g, YYEM VyEM. (7) 
RUT, C7, 由 (5), (1) 可 得 RT, CT, YW,ZEM,。 
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由 于 当 PB, TILT, d 
Re r W,Z» 7 Rs T T 4? 70, VW,ZE€M;, 


由 此 得 到 
Re,r,=0, VTE TH, T,€ X d, ij, VyEM., 


由 和 乐 定理 得 知 
b = Span{E- Rz onz: X, YEM: 6 是 任意 
的 从 x 引出 的 曲线 }， 
将 其 中 的 X,Y 按照 (2) RR: 
Xe +X t+ Xas 
Yz2?ptY,t Y. 
其 中 er,er EE，X;,Y ;EM:， 则 由 (7) 和 (8) 立 得 
b= +o + ho 
(不 一 定 是 直 和 )。 现 在 要 证 9; 门 ; = {0}，Yi 关 ij。 人 先 证 明 
Di lat =0, Vizk, 


(8) 


(9) 


HR, WER W..Z,E 74, YET}, YEM, BNA 


Røg, Ya * Rg,r Wi +RririZi=0， 


由 〈8) RAT EUH UL, SERRER, E Rz, Yi = 0。 
再 从 9, 的 定义 得 知 (9) SURGE. RABE ACH. Nb, iti M 


ACME) 70, Vkzl,,mQRU A A COS. 再 加 上 (6) 


， 便 


有 ACM:)=0， 故 A=0, FDA b: Nb; ={0}, Viżi. A3 


1 的 (a) 成 立 。 其 次 证 明 b). (9) RASA OE Mi 上 


的 作 


用 与 9 在 Mi 上 的 作用 是 重合 的 ， 而 后 者 是 不 可 约 的 《因为 假定 


H Æ M: 上 的 作用 是 不 可 约 的 , 见 (2) 式 前 面 的 注 记 (C))， 


因此 


b ;在 Mi 上 的 作用 是 不 可 约 的 。 再 加 上 (9) 式 ， 于 是 〈b) 得 证 。 
最 后 要 证 明 b (Vi) 是 理想 。(a) BRB, Vi, [b,b;]= 


Blob]. 但 (9) MAELO, 0.170, Vis 所 以 
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[5,5;17[5;,5,]. ao 


RABE, 用 (a) 则 [4,B]= Ay, Xh A; CDs, 再 由 


(9) 推出 [A, BICM2) =0, V ji. BELA EIE A, =0, Visi, 
这 意味 LA.B]-A,€5,, WECH: b: JCh 加 上 《10) Aw 
得 [9,9;]Cb;。 这 就 说 明 b, 是 9 的 理想 。 证 毕 。 

引 理 2 的 证 明 ”由 于 M 是 一 个 单 连 通 的 完备 黎 曼 流 形 ， 所 以 
根据 de Rham 分 解 定理 〈 见 本 章 的 附录 )， 对 于 典 范 分 解 (2), 
M 必 等 距 于 一 组 黎 曼 流 形 的 积 R: x Mix … x M", 其 中 k= dimE, 
dimM:zdimM:, Vi, R* 的 度量 是 标准 的 平坦 度量 ， 而 每 个 
M' 则 是 单 连通 的 完备 黎 曼 流 形 。 从 和 乐 群 的 定义 ， 立 即 得 知 M 
HAREE H 5 R? x M! x x M" 的 和 乐 群 同 构 。 我 们 将 证 明 ， 

UO RB IG M', M HARES AEH He» 

WWM? x M? 的 和 乐 群 与 HiXx Ha 同 构 。 
反复 应 用 OD RIS] H 5 Hox ex Ha, HPH EM 
FR, vi. SUB UAM (2) 的 唯一 性 ， 再 加 上 明显 的 简 
单 的 推理 便 可 知 每 个 万, 是 不 可 约 的 。 

剩 下 要 证 明 (11)。 由 于 一 般 文 献 对 于 积 流 形 的 基 本 性 质 讲 
得 较 少 我 们 在 这 里 特别 地 给 出 一 些 细节 的 讨论 。 设 M ' 的 黎 
SERBS , >; (i=1,2)。 根 据 积 流 形 的 定义 ， 自 然 投 影 

ny; M'x M—-M' G-1,2 
是 光滑 映射 。 因 此 在 每 一 点 *= Gur) € M = M'x M? 我 们 有 切 
映射 (7,)x:Mz 一 Mi:,。 很 明显 ， 映 射 


o, Gr)«Q On. M2 >M: OME, 


是 同 构 。 事 实 上 ，c :是 维 数 相同 的 两 个 线性 空间 之 间 的 同 态 ， 因 
此 只 要 证 明 这 是 满 映射 就 行 了 ,为 此 ,对 于 XE Mi RRO, 
使 得 7 (0) = x,,V, 00 =X, MPO = OO) COD) EMRA x HH 
发 的 一 条 曲线 ， 并 且 m YO) -Y,(D), 所 以 Gr SQ. (OD) 
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(11) 


2X; Mo, 0) = OX, X0. HAR, 积 流 形 M 在 任意 
一 点 x= (x1,x2) 的 切 向 量 X 可 以 唯一 地 表示 成 (Xi, X0, X 
中 Xi EM FÆ, M=M'x M 的 积 度量 定义 WTF: 设 X= 
XX), Y *OVY2€M., M 
OG YOS6X Y D1 + LX, Y Dz. 


BURRE M'ER xL 4S N U =U, x Us 是 M 在 
点 x= (xbx) 的 一 个 邻 域 。 分 别 在 Ui,Us: ERUSTIERARES CE, 
nO Ea JAHE. Luo Bo)}， 其 中 mdimMb m-dimM?, fy 
EB;=(E;,0), E.-(QO,E, 
1</<n, n+1<a<n+m, 
WS mS Bas Ba a SELL) 构成 邻 域 U 上 的 标 架 场 ， 并 且 
XE;E.5-0, [E,E.]-0, Vi,a, 
车 Y,Z 是 定义 在 U 上 的 切 向 量 场 ， 则 它们 可 以 分 别 表 成 


Y= > yiB;+ > 万， 
了 a 

Z-5 E, + 2B, 
i a 


其 中 yi,y",z1,z* 都 是 U 上 的 光滑 函数 ， 由 此 可 见 


Y= (mY = $E, Y= (0Y = > ytE,, 
gel 


annsi 


Z=) Z= D z Ep Z=) Ý) 2'E.. 
j= 


@enel 
要 指出 的 是 ， 当 rsm) AEH, YZ, HEU 上 的 切 
向 量 场 ， 同 理 ，Y,, Z ÆU 上 以 n = mi(z) 为 参数 的 切 向 量 场 。 
假定 流 形 M' E 度量 《，>, 的 Levi-Civita 联络 是 D，(:= 
1,2)， 则 在 流 形 M=M'x M? 上 定义 联络 DD 如 下 ; 设 Y,Z 是 M 
上 上 任意 两 个 切 向 量 场 ， 对 任意 一 点 x= (xxa)EU， 命 
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(D:Z) G2) = D} Zi t D,Y: DE 5 DF Ze 
gat 


+ >) YDE), a2) 


其 中 在 求 导 D3 Zo YOM, BE n 200 是 作为 参数 看 待 
的 ， 同 理 在 求 导 D3 ,Zs，,Ya(z1) 时 ， 变 量 za MORE 为 参数 
看 待 的 。 容 易 验 证 ， 上 面 定义 的 D 确实 是 M 上 的 联络 ， 而 且 它 
是 M 上 关于 积 度量 的 Levi-Civita 联络 ， 称 为 M = M'x M* 上 的 
积 联络 。 

Bay 是 M 内 一 条 与 M: 相 切 的 曲线 ， 即 yc 可 以 表 成 
Yay OO 2 OO, xD, XB x, € M'Y O) 是 MI 内 的 一 条 曲 
£k. AbD = 03 00,0. X XXO)—OG(O X) 是 一 个 
沿 yo 定义 的 切 向 量 wh, MVE, XO)€ My ya» EH x«O 
€ Mi, ci» XY) € Mi, 利用 (12) 立即 得 到 : 


XO) J&3l Y oy 的 平行 向 量 场 ， 当 且 仅 当 X1(t) 

是 M! 内 沿 Y, 的 平行 向 量 场 ， 并 且 Xt) 是 (13) 

M: ,内 的 常 值 向 量 。 007 
更 一 般 地 ， 设 ”是 M 内 的 一 条 曲线 ，X(t) 是 沿 》 EK 
fh. XY TARR YO = 00), 720), Fe v E M' 内 的 曲 
B, HEr (bb = (V4(t) ,V(t))。 同 时 ， 切 向 量 场 XC) 可 以 表 
FBX A = (XVE), %2O), X21 Y10022 , HEX MO, 
"V,0) EM} cre Hi C12) TA, 


Dy. «XQ, 
= (DFMO)? «Son 0 00,50), 
E d 
DE, oy Ka OD + LK LY) seg 
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= CDF, cy) X11 V), DE, co X305 00 0 00)D 1. 1. 


E E BI XO), 00 是 My， up 中 的 向 量 函 数 ， 所 以 


E OG OX), 0) AERE REUS LIRE OCC CO 80802) 也 


是 有 意义 的 。 此 外 ， 第 一 个 等 号 后 面 的 式 子 要 求 切 向 量 场 X 在 
曲线 Y(t) 的 附近 作 局 部 扩充 , 但 是 联络 的 局 部 性 质 说 明 
Dry XO lier FXO 的 扩充 是 无 关 的 。 由 此 得 到 ， 
XOB Y 平行 的 向 量 场 ， 当 且 仅 当 在 M 内 
存在 沿 7 ,平行 的 向 量 场 X,《t)， 使 得 (14) 


X(t) =X), X05). 


现在 可 以 着 手 证 明 (11) .固定 x= (4,0 € M = M' x M’. Xt 
?是 M 内 以 x 为 基点 的 闲 曲 线 ,7(0) =7(1) =x. 将 ?写成 ?= O, 
Yo, rh v, 是 M' 内 的 闲 曲线 ，7;(0) =7;(1)=x;,i=1,2。 现 
在 考虑 平移 y 在 Mz: 上 的 作用 。 假定 了 (X)=Y， 则 存在 沿 ? 的 
平行 向 量 场 T(t), 使 得 T(0) =X,T(1) =Y。 将 X,Y 分 别 写成 XX 
= (XiXs)，Y= 《YY2) ,并且 TH = 《T1(t)，T2(t))， 则 有 


T,(00-X;,  Ti(D-Y, 
Ts(0)= Xs = T20D =Yoe 


此 外 ， 由 (14) 得 知 T;(t) 是 沿 7; 的 平行 向 最 场 ，i=1,2。 在 M 内 
定义 曲线 yo Y co ,使 得 7 461) O =O), Yin 00 7 Q5, 
Ya), MUY 6974sy 也 是 以 x 为 基点 的 闭 曲 线 ， 根据 (13)， 
向 量 HT), X) ER Y 平行 的 向 量 场 ， 于 是 Y OO) 
=(T\(1), X) = (1, X). AB, 9 (5 Qo X07 QUY2-7Y. 
所 以 了 i) °P uo; OO =Y=YGCX)。 由 于 X 是 M: 内 的 任意 一 个 
TH, HP) Pa =7y。 用 同样 的 推理 ， 只 是 将 指标 1 和 
2 对 调 ， 则 得 了 a ePi =F. AK 
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P= Vin 79? i oF 0, 5) 
注意 ; Fy 在 (0,M?,) 上 的 作用 是 平凡 的 , 且 9 cay 在 (M3,,0) 
上 的 作用 也 是 平凡 的 。 所 以 ， 如 果 定 义 

Hay = {faa 2 O95x0, XY, MA 
以 xy 为 基点 的 任意 闲 曲线 )， 

H» *(9 (2) :Y oy = Go 0, KP Y, E M! No 
以 x HE AMER I XD, 

Wh (10 T, H9 H o * H o HAAG) EH 内 的 正规 子 群 ， 
121,2.) H œo MA) EM, WM RIAL Hay) NH o - (0) 
CIIBAÁZCXO, MARMARDE RRHH XH e 
BAH o 与 M' 的 和 乐 群 H, 是 同 构 的 ， 于 是 aD Bik. 38 

?2 证 毕 。 


$2 Berger 分 类 定理 及 其 影响 


现在 开始 讨论 Berger 分 类 定理 。 在 叙述 定理 本 身 之 前 ,我 们 
提醒 读者 ， 一 个 黎 曼 流 形 M 的 和 乐 群 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 M 的 
通用 覆盖 流 形 肥 是 不 可 约 流 形 (参看 $1 的 (D) 一 (F))。 所 以 ,在 
下 面 的 讨论 中 有 时 假设 M 的 和 乐 群 不 可 约 ， 有 时 假设 M 是 单 连通 
的 不 可 约 流 形 ， 因 为 这 两 者 是 等 价 的 。 

Berger 分 类 定理 ([BER 1) 设 M 是 一 个 4 维 非 局 部 对 称 、 
且 有 不 可 约 和 乐 群 五 的 黎 曼 流 形 ， 则 五 只 可 能 是 如 下 所 列 出 的 群 
之 一 (MSD: 

SO(n), d=n; Ucn), d=2ny 
su(n), d=2n, n>2; Sp(n), d-4n, 
Sp(n)+Sp(1), d=4n; Spin(9), d=16; 
Spin(7), ¢=8; Ga d=7, 

在 下 面 我 们 会 逐步 给 出 这 个 定理 中 所 用 到 的 各 概念 的 定义 ， 
ARAO 所 列 的 各 个 群 的 定义 ， 特 别 是 如 何 将 每 个 群 与 SO(d) 
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a6) 


内 某 个 子 群 等 同 起 来 。 但 在 着 手 讨论 之 前 ， 我 们 应 该 立刻 指 出 
这 个 定理 的 一 个 推论 : 除了 三 个 特例 之 外 (2 =7,8,16), — 4 
非 局 部 对 称 流 形 的 不 可 约 和 乐 群 只 有 五 种 可 能 性 ， 即 SOCn)， 
UCn),SUCn)，Sp(n) 及 Sp(n).Sp(1)。 在 $3 对 于 每 一 个 群 进行 
讨论 之 后 ， 我 们 会 看 到 一 个 更 使 震惊 的 事实 。 如 果 一 个 黎 曼 流 
形 的 Ricci 曲率 是 常数 ， 则 称 它 为 Einstein ği JE. dn MK E 
Einstein 流 形 ， 而 且 M 的 和 乐 群 妃 是 不 可 约 的 ， 则 〈 不 论 维 数 
如 何 ) 五 只 有 两 个 可 能 性 ， 即 特殊 正 交 群 SOC) MARUN), 
另 一 个 同样 使 人 震惊 的 事实 是 ， 在 Berger 分 类 定理 的 相同 假设 
下 ， 如 果 维 数 4 是 奇数 ， 而 且 d 关 7， 则 只 有 一 个 可 能 性 ， 即 
SO(D. in d-7, WI H Ri 两 个 可 能 性 ，S0(7)， Rr. 

现在 对 Berger 定理 中 的 概念 作 一 些 解释 .首先 略微 讨论 所 谓 
局 部 对 称 流 形 的 基本 性 质 ( 这 方面 最 基本 的 参考 书 是 [HEJ.。 但 
亦 可 看 [KN I], 第 开 章 )。 称 一 个 黎 曼 流 形 是 局 名 对称 的 ,如果 它 
的 曲率 张 量 R 是 一 个 平行 张 量 场 , 即 DR=0。 一 个 等 价 的 说 法 是 ， 
# co, 1J]M 是 M 上 任意 一 条 曲线 ,X,Y,ZEM。 co) ; 则 必 有 

4CRxrZ) = Rein CZ). (17) 

从 和 乐 定理 的 推论 即 得 

引 理 5 设 M 是 一 个 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 ，xE M, RJ MH 
曲率 张 量 ， 则 M 的 和 乐 代数 9 是 

b =Span{Rrr:XYEM:}。 

另 一 个 与 DR=0 等 价 的 说 法 是 ， 在 每 一 点 xE M， 设 B 是 在 
x 的 一 个 测 地 法 坐标 域 ， 使 得 exp;::B->M。 有 定义 ， 则 映射 0: 
idis o(y)=exp,[-expz'y],  Vy€B (18) 
必 为 等 距 映 射 。 

如 果 每 一 个 如 (18) 所 定义 的 映射 0 可 以 扩展 成 为 整体 的 等 
距 映 射 0:M 一 M， 则 称 M 为 对 称 空间 (或 更 精确 一 点 ， 称 为 狐 曼 
对 称 空间 )。Elie Cartan 的 一 个 基本 定理 说 :一 个 完备 、 单 连通 
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的 局 部 对 称 黎 概 流 形 必 定 是 一 个 歼 曼 对 称 空 间 〈 这 个 事实 是 
Ambrose 等 距 定理 的 直接 推论 ， 见 LAM])。 从 我 们 目前 的 需要 来 
说 ， 关 于 对 称 空间 有 四 个 事实 是 非常 要 紧 的 : 

(a) 所 有 单 连通 、 不 可 约 对 称 空 间 已 被 Elie Cartan 完全 分 
3s. MEHEA KH $4 (这 个 分 类 的 证 明 只 在 [HE 的 第 二 版 才 
给 出 )。 特 别 是 ， 这 种 流 形 可 以 写成 M=G/K, EPG 是 M 的 等 
距 变换 群 。 如 果 M 是 非 紧 的 ， 则 迷 向 群 K 可 以 刻画 为 C 内 的 一 
个 极 大 紧 子 群 。 事 实 上 ，G 总 是 一 个 单 的 李 群 ，Cartan 的 分 类 就 
是 列 出 所 有 这 样 的 一 对 (G,K》 的 可 能 性 。 

(B) 一 个 单 连通 对 称 空间 M 必 定 等 距 于 积 R* x M' x Xx M", 
其 中 k 之 0，R* 是 有 标准 平坦 度量 的 欧 氏 空间 ,每 个 M EAEN, 
不 可 约 对 称 空间 (这 个 分 解 显然 和 de Rham 分 解 定理 有 密切 的 关 
系 )。 

CO 一 个 单 连通 、 不 可 约 对 称 空间 的 和 乐 群 必定 与 它 的 迷 向 
Hiatt. 

(8) 任何 一 个 局 部 对 称 黎 曼 流 形 M， 不 论 完备 与 否 ， 必 定 与 
一 个 对 称 空间 局 部 等 距 ( 见 [KN TI ], 第 229 页 和 第 223 一 234 页 ) 。 

有 了 (oa) 一 (5) 这 四 个 事实 ,加 上 引 理 3, 立 刻 得 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 4 ”一 个 局 部 对 称 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 必定 与 一 个 单 连通 
对 称 空间 的 和 乐 群 同 构 ( 而 后 者 已 完全 被 分 类 )。 

为 了 以 后 的 一 个 特殊 需要 ， 特 别 是 下 面 8 389 CV ) 中 对 Sp(Cn) 
*Sp(1) 的 讨论 ,我 们 要 将 上 面 的 事实 (Y) 和 3 引 理 4 说 得 更 清楚 一 点 。 
如 (a》 所 述 将 M 写 成 G/K, 其 中 G 是 单 李 群 ,M 就 是 K 在 G 内 的 所 
有 陪 集 的 集合 .不 炉 设 xE M 就 是 子 群 K 本身. 若 将 G 的 李 代数 9 
写成 直 和 9=kBm， 其 中 是 K 的 李 代数 ，m 是 ”在 8 内 对 于 
9 的 Killing 形式 的 正 交 补 ， 则 可 将 Mz 与 m 等 同 。 由 Killing 形 
式 的 不 变性 ,得 知 Adck)(m) cm, YkKEK。 所 以 kAdlk) 就 定义 
了 迷 向 群 K 在 m 上 的 所 谓 迷 向 表示 Ad K>), 其 中 OCm) 表 
zm 上 的 正 交 线 性 变换 群 .事实 上 ,Ad 的 微分 ad:h-- o(m) (o(m) 
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表示 O(m) 的 李 代数 ， 亦 即 m 上 所 有 的 反对 称 线 性 变换 的 集合 ) 
满足 ad(X)(Y)=[X,Y]，YVXEk，YYEm。 由 于 9 是 单 李 
代数 ，ad 一 定 是 单 的 李 代 数 同 态 。 所 以 Ad: 天 ->O(m)》 是 一 个 浸 
入 ， 亦 即 Ad:K 一 Ad(K) 是 一 个 覆盖 映射 。 由 于 m 5M, 等 同 ， 
Ad(K) gu M. 上 的 等 距 变 换 群 。(Y) 的 意思 是 ， Ad(K) 就 是 
M 的 和 乐 群 。 所 以 迷 向 群 K 到 和 乐 群 的 覆盖 映射 是 直接 由 Ad 给 
出 来 的 。 至 于 上 述 事实 的 证 明 ， 基 本 上 在 下 面 关 于 Simons 的 
Berger 定理 的 证 明 、 特 别 是 (23) 式 以 下 的 讨论 中 已 经 给 出 来 了 

由 引 理 4 以 及 Berger 的 分 类 定理 ,可 知 一 个 不 可 约 的 和 乐 群 
是 已 经 被 完全 分 类 的 。 在 (16) 所 列 出 的 群 当中 ，SOCn)，U(n)， 
Sp(n) + Sp(1) Ml Spin(9) 已 经 早 就 知道 是 对 称 空间 的 和 乐 群 ， 而 
余下 的 群 则 已 先后 被 证 明 不 可 能 是 任何 对 称 空间 的 和 乐 群 参看 
TH § 3 的 详细 讨论 以 及 有 关 的 文献 )。 当然， 一 个 很 有 趣 的 问题 
Zi: E (16) 中 所 列 出 的 每 一 个 群 是 否 都 一 定 是 一 个 非 局 部 对 浆 
黎 曼 流 形 的 和 乐 群 ? 经 过 很 多 人 努力 ,现在 我 们 可 以 说 ，Spin(9) 
只 能 是 一 个 局 部 对 称 流 形 的 和 乐 群 ， 但 其 它 的 群 都 可 以 被 实现 为 
一 个 非 局 部 对 称 流 形 的 和 乐 群 。 其 中 的 细节 可 看 8 3。 

在 上 面 我 们 已 经 提 到 过 ， 一 直到 1955 年 《Berger 的 分 类 定理 
发 表 的 一 年 ) 为止， 和 乐 群 对 于 几何 学 家 的 吸引 力 在 于 它 似乎 可 
以 被 用 来 区 分 一 般 的 非 等 距 的 黎 曼 流 形 。Berger 定理 粉碎 了 这 个 
幻想 ， 因 为 和 乐 群 的 可 能 性 实在 是 太 少 了 。 因 此 , RE Elie Car- 
tan 和 陈 省 身 对 和 乐 群 的 期 望 很 高 ,在 后 来 的 二 十 五 年 中 (1956 一 
1980)， 大 家 对 这 个 群 的 兴趣 大 大 减弱 。 和 乐 群 的 研 究 变 成 了 一 
个 小 题目 ,我们 可 以 通过 一 个 实例 来 说 明 这 个 现象 。 在 1954 年 ， 
陈省身 推广 了 在 Hodge 理论 内 一 个 所 if Lefschetz 分 解 的 定理 
《LCHN2], 这 篇 文章 直至 1957 年 才 面 世 )。 我 们 先 略 事 解释 什么 是 
Lefschetz 分 解 。 若 M 是 一 个 紧 的 n 维 Kabler 流 形 (定义 见 8 3 中 
引 理 7 的 证 明 )， 命 H” 为 上 同调 群 Hm"(M,C)。 根 据 第 一 章 所 
证 明 的 Hodge 定理 ， 可 以 将 五 ”与 严 次 〈 复 》 调和 形式 认同 。 若 
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DEM Kabler BX, fn QC H+。 同 时 由 于 M Æ Kühler 流 
E (H do=0), Wik: WẸ n EMAR 形 式 ， 则 2A7 仍然 
Rma. Hit" È X OCFLIHT—HT"U, Vmo0, 使 得 
LOD 2 QAI. fy P"-*—ker(L*** : H" H^***?), "ER AR 
源 上 同调 (primitive cohomology), Lefschetz 分 解 就 是 指 恒 等 


RH" = e L*p™-?* ([GH], p.122). 要 说 清楚 这 个 定理 的 意义 


就 得 先 说 清楚 所 谓 Lefschetz 超 曲 面 定理 ,在 这 里 只 能 略 过 不 谈 。 
Lefschetz 分 解 的 证 明 , 一 般 是 依靠 一 些 所 谓 Kühler 度量 的 Hodge 
恒等式 。 好 处 是 比较 简单 ， 而 点 处 就 是 使 人 产生 一 种 错觉 ， 以 为 
这 个 分 解 的 成 立 ， 可 能 是 Kühler 度量 的 一 个 出 人 意外 的 推论 ， 
陈省身 的 文章 [CHN2] 指 出 ， 其 实 这 个 分 解 是 有 一 个 UR 入 的 群 论 
性 质 的 理由 的 。 更 精确 一 点 ，Lefschetz 分 解 其 实 是 Un) 表示 理 
论 的 一 个 自然 推论 。 下 面 作 一 些 比较 详细 的 解释 。 

首先 我 们 考虑 如 何在 黎 曼 几 何 的 范围 内 去 认 识 Kabler 度量 
的 问题 。 不 难 证 明 ( 见 § 3 的 引 理 7 ) ， 黎 曼 流 TEM JE Kabler 流 
形 的 充 要 条 件 是 M 的 整体 和 乐 群 日 * 满 足 H*CU(n) (dim, M= 
2n)。 这 个 包含 关系 的 确切 意义 在 下 面 的 (37》 有 解释 。 因 此 ， 一 
般 来 说 ， 我 们 可 以 考虑 一 个 n 维 紧 致 黎 曼 流 形 M， 以 及 SOC n) 
内 的 一 个 紧 子 群 G， 然 后 对 H*CG 的 包含 关系 进 行 研究 。 陈 省 
身 在 LCHN2] 中 的 主要 定理 的 粗略 说 法 就 是 ， 对 于 每 一 个 包 含 关 
系 H*CG， 必 定 有 一 个 对 应 的 Lefschetz 分 解 ， 而 且 当 G= 
UCn/2) 时 ,所 得 到 的 分 解 就 是 古典 的 、 原 来 的 Lefschetz 分 解 。 
细节 如 下 。 固 定 一 点 xE M。 由 于 G 作 用 于 Mz， 所 以 也 作用 于 
A™M3=Mi Aw AMi mk), Ku OMIM. BB. 其 
定义 是 : 

KGG»CO2f(Q(X), vgeG, vfe Mz, vXeM,, 

gU Am Afm=o9 D At Ag Um)» 
VIEG, Vf, fm € Mz. 
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现 设 在 G 的 作用 下 ， 人 "M3 有 一 个 不 变 子 空间 W， 即 GC(W) 
CW. HF H*CG， 所 以 W 亦 是 H* 的 不 变 子 空间 。 dir 人 "TM* 
为 余 向 量 从 TM* 的 m 次 外 积 。 用 第 一 和 乐 原理 的 办 法， 显然 可 
以 用 WW 来 定义 这 个 向 量 从 入 "TM* 的 一 个 子 从 YY ， 使 Y 为 一 个 
平移 不 变 的 子 从 。 换 句 话说， 设 yE M, “是 从 x 到 的 曲线 ,所 
VERMES. M.—My, 诱导 出 5， 八 "M3 一 人 "M3， 使 得 Vf 
n., fnmEM A 

EA Afm) = ENTA A GO Sme 
的 定义 就 是 ，%Yy 二 6(W)， 这 个 定义 不 依赖 ?的 选取 ,注意 ， 
Wy 是 人 "M3 的 子 空间 ，YVyEM。 所 以 有 正 交 投 影 OV: A" MT 
Hy, Vy€ M. MRT 是 一 个 m 次 外 形式 ， 则 可 定义 外 形式 
Qn, EONDU = Qy(7(y))。 XE, On 是 一 个 取 值 于 的 外 
形式 ， 即 (QD) (y)E Ny，YyEM。 陈省身 在 LCHN2] 中 的 主要 
定理 说 ，@ 与 Laplace 算 子 A 可 交换 ， 即 QA = AQ. 这 个 CHM 
ME, Wk 是 一 个 调和 形式 ， 则 Cn 也 是 一 个 调和 形式 。 同 时 ， 
如 果 我 们 命 % :为 多 "在 人 ATM* 内 的 正 交 补 ， 则 也 有 对 应 的 正 交 
BBO A"TM* +9", Fe, V0, n7 Qn « Qn, 即 任何 的 调和 
形式 都 可 以 表达 为 两 个 调和 形式 的 和 ， 一 个 取 值 在 多 内 ， 另 一 
个 取 值 在 %: 内 。 由 于 G 是 紧 李 群 ， 所 以 人 "M: 在 G 的 作用 下 分 
解 成 G 的 不 可 约 不 变 子 空间 Wi,…, We 的 EX EA. MA E 
面 的 论证 加 上 归纳 法 就 导致 下 面 的 定理 : 

任何 mn 次 调和 形式 7? 都 是 k 个 调和 形式 Te 的 

和 ， 而 且 每 个 7; RAF KM, RPK, BHT WH 

定义 的 人 "TM* 的 子 从 。 

MEG = UCn/2)CS0(Cn)， 则 黎 曼 度量 成 为 Kihler 诬 量 。 现 在 考 
虚 UCn/2) 在 人"M 上 的 作用 。 沿用 前 面 的 记号 , 车 Pm" 是 
H"?k 内 的 本 源 上 同调 ， 则 可 以 将 每 个 L'p"-** GR LA" M3 
内 的 一 个 子 空间 。 在 [CHN2] 中 ， 陈 省 身 算 HH LEP™ 2*Cx) 其 实 
BREA"? 中 在 U(Cn/2) 的 作用 下 的 不 可 约 不 变 子 空间 〈 说 得 更 
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精确 一 点 ,已 知 M. 是 复 向 量 空间 ,所 以 可 以 定义 (M2) 为 Mz 上 
所 有 复线 性 泛 函 的 空间 ，(M3)” 为 M: ERARA REZEK 


空间 。 于 是 (M3)’CM3, (M3)"CMG, LM @ APMED) 


ACA*CMIYOC AME, LEP?7?*(x) j&U(n/2) fE Je X E JB PRY 
一 个 不 可 约 子 空间 )。 所 以 ， 陈 省 身 的 定理 包含 了 古典 的 Lefsch- 
etz 分 解 定理 。 

从 概念 上 看 来 ， 陈 省 身 的 这 个 定理 是 非常 好 的 ， 因 为 它 不 仅 
加 深 了 我 们 对 于 Lefschetz 分 解 的 了 解 ,而 且 保证 了 一 旦 得 知 整体 
MRE H* 是 SO(n) 内 的 一 个 真子 群 ， 就 可 以 得 到 一 个 新 的 广义 
Lefachetz 分 解 。 问 题 是 ，H* 的 可 能 性 有 多 少 ? Berger 分 类 定理 
所 给 出 的 答案 是 ， 很 少 。 所 以 ， 陈 省 身 的 这 个 定理 的 普遍 性 就 自 
然 受到 极 大 的 限制 。 为 了 简化 讨论 起 见 ， 目 前 不 妨 只 考虑 单 连通 
的 紧 致 流 形 M， 所 以 有 H*-H. HHH, T 设 M 是 不 可 约 
的 (参看 引 理 2 )。 再 者 ,对 称 空间 的 上 同调 是 应 该 可 以 用 李 群 理 
论 来 控制 的 ， 而 不 需要 求助 于 这 种 一 般 性 的 定理 的 ， 所 以 不 妨 只 
考虑 非 局 部 对 称 的 流 形 。 那 末 在 (16) 所 列 的 群 当中 ,除了 Spin (7) 
和 Gs 两 个 特例 之 外 ,只 有 UN), SU), Sp), Spin) eSP) a H 
挑选 〈 在 上 面 我 们 已 经 提 到 过 ，Spin(9 只 能 是 局 部 对 称 流 形 的 
和 乐 群 )。 如 果 五 CU(n)， 这 就 是 古典 的 Kihler 流 形 的 情形 。 如 
果 HCSUGO . W 所 得 的 分 解 仍 是 古典 的 Lefschetz 分 解 。 如 JR. 
HC Spin), BT JR Spo) c Uqn) ( 见 83 中 人 的 讨论 )， 
所 以 一 方面 这 些 流 形 也 是 Kihler HB, BH 一 方面 在 这 种 情形 所 
得 的 广义 Lefschetz 分 解 可 以 用 经 典 的 Kühler 流 形 的 办 法 算出 来 
( 见 [WA])， 而 不 必 借助 于 陈省身 的 定理 。 于 是 ，[CHN2] 的 定 
理 唯一 能 够 给 出 新 信息 的 情况 就 只 有 HCSp(n)。*Sp(1)。( 这 个 
问题 后 来 由 CKR] 和 [BON1] 这 两 篇 文章 解决 了 。) 

把 陈省身 定理 说 清楚 之 后 ， 现 在 回来 讨论 上 文 要 说 明 的 历史 
性 问题 ， 就 是 在 1956 一 1980 年 间 ， 几 何 学 家 对 和 乐 群 的 态度 。 在 
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19624 5 H, A.Weil 在 Bourbaki 讨论 班 做 了 一 个 学 术 报 告 ， 
绍 [CHN2]。Weil 当时 并 不 知道 Berger 的 分 类 定理 ,但 事后 Borel 
和 Lichnerowicz 告诉 了 他 。 所 以 在 发 表 的 演讲 稿 LWE] 中 , Weil 加 
了 一 个 后 记 (Post-scriptum) 提 及 这 件 事 ， 并 补充 说 ，Berger 这 
个 分 类 性 的 结果 显示 和 乐 群 的 可 能 性 是 狭窄 到 使 人 难以 置信 。 
“ooo 这 自然 大 大 的 减弱 了 上 面 所 报导 的 定理 的 重要 性 ，Weil 在 
写 这 个 后 记 时 ， 不 一 定 具 体 地 知道 陈省身 这 个 定理 只 能 在 HC 
Sp(n)。Sp(1) 的 情况 下 才能 超越 古典 的 Lefschetz 分 解 .但 是 他 这 
几 句 话 就 足以 很 好 地 说 明 ， 为 什么 在 这 一 段 时 间 里 大 家 对 和 乐 群 
的 态度 是 如 此 冷淡 。 

在 这 里 我 们 应 该 指出 一 个 事实 ， 就 是 在 一 般 情 形 下 ， 和 乐 群 
五 和 整体 和 乐 群 H* 的 关系 是 不 太 明 确 的 。 所 以 尽管 Berger 的 定 
BHT OA, HEMT H* 则 只 带 来 一 点 零碎 的 AB. 比方 
说 ， 在 前 面 我 们 已 从 dO 作出 了 一 个 推论 ， 就 是 如 果 维 数 4 是 
奇数 ， 而 且 7, MA H-S0(). xe 下 ， 自 然 也 有 
H*=H=SO(d), #4 FAX 4 法 ，Berger 在 LBER1](p.327) 中 
证 明了 ， 设 M 是 一 个 有 定向 的 、 非 局 部 对 称 、 有 不 可 约 和 乐 群 妃 
的 黎 曼 流 形 ， 则 在 下 面 任意 一 个 假设 下 都 有 H=H*， 

(a) M 的 维 数 是 奇数 ? 

(b) H -U(2n* 1) 

(c) H=Sp(n) * Sp(1), xSpin(2), G2. 
另外 还 有 一 个 相近 的 结果 ， 一 个 紧 致 、 不 可 约 、 且 Rici R> 
0 的 黎 曼 流 形 的 整体 和 乐 群 H* 一 定 是 OCO VI 的 紧 致 李子 RE. 
这 是 由 J.A.Wolf，Cheeger-Gromoll, Berger 的 工作 合力 而 得 的 ， 
AECC]. 

下 面 要 讨论 的 是 有 关 Berger 分 类 定 理 的 发 展 ， 特 别 是 它 的 
应 用 。 首 先 要 提请 读者 注意 一 个 非常 突出 的 事实 ， 就 是 在 〈16) 
所 列 出 的 群 当 中 ， 如 果 再 加 上 SPO) x SO(2) (这 个 群 作用 T 
位 球面 S$*"…!)， 就 得 到 了 所 有 能 够 在 欧 氏 空间 的 单位 球面 上 有 
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可 迁 作 用 的 连通 紧 致 李 群 ( 见 [BOR1], D BOR2]AI[MONS]. WE 
性 是 指 球面 上 任意 一 点 在 该 群 作用 下 的 轨道 丛 是 该 球 面 本 身 )。 
第 一 个 指出 这 个 事实 的 人 是 A.Borel (在 一 般 的 书籍 、 甚 至 文章 
中 ， 在 这 方面 的 一 个 常见 的 错误 是 以 为 《16) 已 经 列 出 所 有 能 在 
球面 上 有 可 迁 作用 的 群 。 而 在 事实 上 ， 正 如 上 面 所 说 ， 还 需要 加 
上 Sp(n) x S0(2) 才 行 。 自 然 , [BES2] 中 的 叙述 是 正确 的 )。 所 以 
从 Berger 的 分 类 定理 我 们 得 到 

定理 ] 设 M 是 一 个 非 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 .如 果 M 的 和 乐 群 
是 不 可 约 的 ， 则 妃 在 切 空间 的 单位 球面 上 的 作用 必定 是 可 迁 的 。 

我 们 可 以 把 这 个 定理 说 得 更 清楚 一 点 。 在 上 面 已 经 讲 过 ， 局 
部 对 称 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 必定 与 一 个 单 连通 对 称 空间 的 和 乐 群 同 
39 〈 引 理 4) 。 一 个 有 趣 的 事实 是 ， 对 称 空间 的 和 乐 群 的 可 迁 性 是 
可 以 直接 用 它 的 秩 来 表达 的 《所 谓 对 称 空间 的 秩 是 指 它 的 极 大 全 
测 地 平坦 子 流 形 的 维 数 )。 从 分 类 理论 得 知 ， 紧 致 、 秩 为 1 的 单 
连通 对 称 空间 就 是 单位 球面 S*， 复 射影 空间 PaC， 四 元 数 射影 
空间 PnH 和 Cayley 射影 平面 PCa 它们 的 和 乐 群 分 别 是 
SOCn),UCn),Spln)。Sp(1) 和 Spin(9)。 这 些 都 已 经 出 现在 (16) 
之 中 ， 所 以 它们 都 在 单位 球面 上 有 可 迁 的 作用 。 (每 一 个 紧 致 的 
单 连通 对 称 空间 M 都 有 一 个 非 紧 的 对 偶 对 称 空 间 M’. XAM) 
必 与 欧 氏 空间 可 微 同 胚 ， 而 且 M“ 和 M 有 相同 的 和 乐 群 参看 
[HEJ 第 199 页 。 例 如 ， 有 和 常 曲率 +1 的 单位 球面 S" 的 对偶 就 是 
有 常 曲率 -1 的 双 曲 空间 H*"。 为 了 简便 起 见 ， 一 般 说 来 我 们 只 
需要 讨论 紧 致 的 对 称 空间 .) 反 过 来 说 ， 秩 为 k(k 之 2) 的 局 部 对 称 
空间 的 和 乐 群 是 不 可 能 可 迁 地 作用 在 单位 球面 上 的 。 这 个 断言 的 
证 明 如 下 。 设 M 是 单 连通 对 称 空间 。 取 xE M， 命 N 是 通过 x 的 
—ABCK A MM EAT CE LEGE MIS ER 2, 因此 dimN 之 2. 由 
初等 的 对 称 空间 理论 得 知 , N 满足 Rxy 70, RX, YE N 的 切 
向 量 (CHE] 定 理 4.2， 第 180 JD. 于 是 YZ,WEMs， 有 <RzwX， 
Y>=<RxyZ,W>=0, H EYZ, WE Ma, RzwNzlNz. 根据 
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引 理 3 ,这 等 价 于 9(CNz) ING 其 中 5 是 和 乐 代数 ， 因 而 它 的 成 
员 是 作用 在 Mz 上 的 线性 变换 。 由 于 Nz 的 维 数 大 于 1， 所 以 
dim §(Nz)<n-2 (其 中 n=dim M). 52, WR XEN:NS 
CS 248 Mz 内 的 单位 球面 ), 则 dim 90(X)<n-2。 从 直观 上 来 
看 ， 这 就 证 明了 互 在 8S 上 的 作用 是 不 可 迁 的 ， 因 为 由 (1) 得 
到 dim H(X)<n-2, VX€N.üS, WX ZH fe RIT t5 gu 
的 维 数 魏 ”- 2， 这 与 可 迁 性 矛盾 。 这 个 推导 是 不 够 严格 的 ， 因 
为 H(X) 的 维 数 还 得 好 好 地 定义 。 我 们 现在 给 出 一 个 比较 严格 的 
WIE. EMR OHSS, HAP) =g(X)， 其 中 X 是 S 上 的 
一 个 固定 元 素 。 注意; He 是 万 内 的 单位 元 素 ， RE oce) =x, 

所 以 do, :H.-9 Sx, HHH, 是 H 在 e 处 的 切 空 间 ， 亦 即 ER 
Ab., Hik, h (D 式 得 到 dyge(4)=4(X)，VYA4Eb， 于 
是 de, (5) =9(X)， 所 以 dg。 作为 线性 映射 的 秩 是 rank dp, = 
dimy(X), HR XENLNS, Mi rank dge<n-2。 现 在 我 们 可 
以 用 这 个 不 等 式 来 证 明 互 在 8 上 的 作用 是 不 可 迁 的 。 假 如 五 在 S 
上 的 作用 是 可 迁 的 ， 则 ?CH) =S。 根 据 Morse-Sard 定理 可 知 ， 

一 定 有 hE 日， 使 得 de 在 处 的 秩 =dimS=n-1。 现 有 交换 图 


LI 
S 
|- 
S 


HPL H>H RERHHEEB, HüL.(D-hg, Vg€H. X 
mQiS--8, (ER mY) =A), YYES. L, 及 my 显然 都 是 可 
微 同 胚 ， 所 以 dL, 和 dm, 都 是 同 构 。 于 是 我 们 有 下 面 的 交换 图 
表 ; 


H 


9 


H y 
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H, Sia 
由 此 得 到 rank do, = rank de, «n -2, 3k 5 rank do, - n — 1 HA 
JE. BiELHdE S 上 的 作用 是 不 可 迁 的 。 总 结 这 个 讨论 ， 并 且 用 引 
理 4， 则 有 

引 理 5 设 M 是 一 个 局 部 对 称 的 、 有 不 可 约 和 乐 REH RS 
流 形 ，xE M, WHE M: 中 的 单位 球面 上 有 可 渤 作用 当 BRS 
MHRSF 1. 

由 定理 1 和 引 理 5 ， 我 们 便 得 到 一 个 非常 精彩 的 定理 刻画 所 
有 秩 之 2 的 局 部 对 称 空间 ， 

定理 2 ”车 一 个 单 连 通 、 不 可 约 黎 曼 流 形 M 的 和 乐 BE DS 
间 的 单位 球面 上 的 作用 是 不 可 迁 的 ， 则 M 必 定 是 一 个 秩 之 ?的 局 
部 对 称 空间 。 

假如 我 们 愿意 以 [BORI],[BOR2] 和 [MONS] 的 分 类 定理 为 出 
发 点 ， 即 所 有 在 单位 球面 上 有 可 迁 作 用 的 连通 、 紧 致 李 群 是 (16) 
所 列 的 各 个 群 加 上 Spo) x SO0(2)， 则 由 定理 2 或 定理 1 就 可 以 
推出 Berger 的 分 类 定理 .事实 上 ,只 要 证 明 Sp(n) x S0(2) 不 可 能 
是 和 乐 群 就 行 了 ， 这 一 点 在 LBER1] 的 第 316 页 已 被 证 实 了 。 所 以 
定理 2 Berger 分 类 定理 是 等 价 的 。 另 一 方面 ， 这 两 个 定理 有 
一 个 微妙 的 区 别 ， 就 是 Berger 的 定理 把 和 乐 群 的 可 能 性 逐一 列 
出 ， 而 定理 2 则 与 任何 分 类 理论 毫 无 关系 。 所 以 ， 一 个 很 自然 的 
问题 是 ， 定理 2 是 否 有 一 个 直接 的 、 内 理 的 证 明 ? 要 知道 为 什么 
这 个 问题 是 有 意思 的 ， 我 们 就 得 粗略 地 说 一 下 Berger 在 CLBER1] 
里 是 如 何 证 明 他 的 分 类 定理 的 。 由 假设 ， 和 乐 代数 b 是 不 可 约 
的 。 不 可 约 的 李 代 数 EFR) PO Elie Cartan 完全 分 类 ， 
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这 个 分 类 是 用 单 李 群 的 分 类 作出 的 (后 者 也 是 Elie Cartan 的 工 
作 )。 加 上 5Cso(d) 的 要 求 ， 立 即 可 以 看 出 9 的 可 能 性 已 经 不 多 
了 。 可 是 根据 和 乐 定 理 ，b 一 定 是 由 一 组 曲率 算 子 {Ri} 线性 生 
成 的 。 熟 知 曲率 张 量 R 必定 满足 Bianchi 恒等式 

RxrZ+RyzX+RzxYy=0。 (19) 
由 于 b= Span(Ry), 加 上 每 个 Ri 要 满足 (19)， 结 果 发 现 大 多 数 
情形 每 个 Ri 都 得 恒 等 于 零 〈 这 个 现象 在 $1 的 例 1 中 已 经 见 过 
了 )。 这 就 等 于 说 ， 在 大 多 数 情 况 下 soCd) 内 的 不 可 约 李 子 代 数 是 
不 可 能 作为 和 乐 代数 的 。 经 过 一 个 元 长 的 逐一 消去 过 程 ， 剩 下 来 
的 李 代数 只 能 是 dO 所 列 的 各 个 群 的 李 代 数 。 仅 仅 从 这 个 简短 
的 叙述 中 ， 读 者 一 定 已 经 可 以 看 到 这 种 证 明 方 法 是 不 可 能 增进 我 
们 对 于 定理 2 的 任何 了 解 的 。 所 以 在 Berger 的 文 章 [BER1] 发 表 
以 后 ， 大 家 要 求 有 一 个 定理 2 的 直接 证 明 。 七 年 之 后 ，J,Simon” 
在 1962 年 发 表 的 文章 [SIM] 中 给 出 了 这 个 证 明 。 到 且 前 为 止 ， 
Simons 的 证 明 仍然 是 对 于 曲率 张 量 所 作 的 在 代数 方 而 最 精细 的 
分 析 。( 一 个 有 趣 的 巧合 是 ，[BER1] 和 [SIM] 都 分 别 是 Berger 和 
Simons 的 博士 论文 . 

Simons 的 想法 可 以 很 粗 地 说 一 说 。 他 首先 将 和 乐 群 作 一 个 
纯粹 代数 性 的 推广 ,然后 用 线性 代数 来 证 明 ,如 果 这 种 和 乐 群 不 能 
在 单位 球面 上 有 可 迁 作用 ， 则 它 一 定 是 一 个 对 称 空间 的 和 乐 群 。 
这 是 [SIM] 的 主要 定理 ， 也 是 该 文章 最 精彩 的 部 分 。 最 后 他 把 代 
数 与 几何 连接 起 来 就 得 到 定理 2 。 在 下 面 的 几 个 段落 里 ， 我 们 再 
给 出 一 些 细节 〈 都 取材 于 [SIM])。 

设 V 是 一 个 n 维 内 积 空间 , 称 V 上 的 一 个 (1,3) 型 张 量 R 为 
曲率 张 旺 ， 如 果 只 满足 熟知 的 恒等式 。 就 是 说 ,如 果 用 记号 Rey: 
VV, Vx,y EVY， 则 对 于 所 有 的 x，y，z，wEy 必 有 如 下 
的 恒等式 ， , 

Rzy = — Ryzs (20.1) 
Rey? + Ryzx + Rey =0, (20.2) 
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<RryZ,W> = -R.yw,25, (20.3) 
<Rry2Z,W>=<Rew% Ie (20.4) 
在 V 上 的 所 有 曲率 张 量 的 集合 记 为 多 ， 显 然 多 为 向 量 空间 。 若 
geO(n) ( 即 正 交 群 ， 亦 看 作 Y 的 线性 等 距 自 同 构 群 )，RE 多 ， 
命 
(g(R))zy= gRo-iz)g-1009 !。 (21) 
易 证 9(R) 也 满足 (20.1) 一 (20.4)， 所 以 9CR)E 多 。 于 是 (2D 
定义 了 0(n) 在 多 上 的 一 个 表示 。 设 G 是 0(n) 的 一 个 连通 紧 致 李 
子 群 ，9 是 G 的 李 代数 。 若 Vx,yEV 有 RzyE9， 则 称 G 为 曲率 
- 张 最 R 的 和 乐 群 。 又 称 这 样 的 {V,R,G} 为 一 个 和 乐 系统 。 易 证 ， 
车 G 是 RR 的 和 乐 群 ， 则 YgEG，G 也 是 9CR) 的 和 乐 群 ( 从 Amb- 
rose-Singer 和 乐 E 理 的 观点 看 来 ， 这 一 大 堆 定义 其 实 是 自然 不 
过 的 事实 )。 
设 {V,R,G)} 是 一 个 和 乐 系统 ,车 Y9EGC，9CR) = R， 则 称 该 
和 乐 系统 是 对 称 的 。 将 (17) 和 (2D 相对 照 ( 注 意 ， 我 们 可 以 把 
QD 式 写 成 Rey = EO REF) 就 会 明白 ， 对 称 和 乐 系 统 这 
个 概念 也 是 理所当然 的 。 更 进一步 我 们 要 指出 ， 对 称 的 和 乐 系统 
在 某 种 意义 下 与 对 称 空间 是 等 价 的 。 原 因 是 这 样 ， 既 然 已 知 G TE 
用 于 .多 ,所 以 由 (1) 式 8 亦 作 用 于 .多 .用 (1) 及 初等 的 推 证 不 难看 出 ， 
YAE9, 有 
ACR)zy= 7 Raa 7 Rzav Rays A]. (22) 
易 见 4(R) 也 是 一 个 曲率 张 量 ， 而 且 如 果 G 是 RR 的 和 乐 群 ， 及 AE 
9, MG 也 是 4CR) 的 和 乐 群 。 因 为 (1) 的 关系 ，{V,R,G} 是 对 称 
和 乐 系统 的 充分 必要 条 件 是 4A(R) = 0，YAE9。( 这 个 断言 当然 
依赖 G 的 连通 性 。) 所 以 {V , R,G } 是 对 称 和 乐 系统 当 且 仅 当 
VAES, Vx,y EV, 有 
Rasy + Reavy * [Rz y» A170. (23) 
设 {Y,R，G} 是 一 个 和 乐 系统 。 命 CCR) 为 所 有 IREE 
多 内 线性 生成 的 子 空间 ， 所 以 GCR) 是 一 组 曲率 张 量 。 又 命 9” 为 
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所 有 O.CECEROCGOD, x,y EV 在 李 代数 9 内 线性 生成 
的 子 空 间 。 由 〈22) 及 一 些 初等 的 推导 ， 则 可 推出 8 一定 是 9 内 
的 一 个 理想 ， 特 别 地 O^ 是 一 个 李 代数 。 现 在 考 JE. 如 何 从 一 个 对 
称 的 {V , R, G } 诱 导出 一 个 对 称 空间 。 命 7 为 向 县 空间 9sGY。 
在 了 上 引进 如 下 的 李 代 数 结构 : EA, BCG, MLA, B ] 如 通常 
MEL. Hx, y EV, MIL, y J=Rey. RHAEB, KEV, 
MCA, x J 三 A4(x)。 由 23) 可 知 了 确实 是 一 个 李 代数 ， 而 且 有 
[95,97]C9*, [V,V]ce*, 
[9*5,V]CV. 

在 了 中 有 对 合 自 同 构 s ,使 得 s 的 对 应 于 特征 值 为 1 和 -1 的 特征 
子 空间 分 别 为 9* 和 V， 于 是 (J ,s) 成 为 所 谓 的 正 交 对 称 李 代数 。 
一 个 标准 的 结果 〈[HE], 第 178 页 ) 说 一 定 有 一 个 单 连通 的 对 称 空 
间 M， 使 得 V 和 M 的 一 个 切 空间 认同 之 后 ，M 的 曲率 张 量 就 是 
R， 而 且 M 的 和 乐 代数 就 是 97. 

上 面 的 结论 有 一 个 美中不足 之 处 ， 即 若 {V,，R,G} 是 一 个 对 
称 和 乐 系统 ， 我 们 还 不 能 说 一 定 有 一 个 对 称 空间 使 其 和 乐 代数 就 
是 9。 事实 上 这 样 的 结论 是 不 正确 的 ， 因 为 在 一 般 的 情形 下 8 可 能 
太 大 , 即 9* 乒 9 (例如 ， 命 Ro HBF SAH th RM, MLV, Ro, 
O(n)} 是 一 个 和 乐 系 统 。 显 然 ， 对 应 的 对 称 空间 是 欧 氏 空 间 ， 它 
的 和 乐 代数 是 零 )。 现 在 引进 定义 ， 一 个 和 乐 RLV, R, GER 
为 不 可 约 的 ， 如 果 G 在 V 上 的 作用 是 不 可 约 。 假 如 {V ，R,，G} 是 
一 个 不 可 约 的 对 称 和 乐 系统 ， 而 且 RAO, MATEO =9。 所 
以 ， 如 果 {Y，R，,G} 是 一 个 不 可 约 的 对 称 和 乐 系统 ， 而 且 RAO, 
则 一 定 有 一 个 对 称 空间 ， 使 得 它 的 和 乐 群 为 G， 曲 率 张 量 为 R。 
另 一 方面 ， 在 一 般 情形 下 只 有 9 而 不 是 9) 才 是 要 紧 的。 事实 上 ， 
用 一 些 基本 的 李 群 理论 可 以 证 Bj, df do G* 是 G 内 与 9* 对 应 的 
连通 李 群 ， 则 G* 是 一 个 正规 紧 致 李 群 。 特 别 是 : 

BV R,G} 是 和 乐 系统 ， 则 {V，,R,G"} 也 是 和 
乐 系统 。 (24) 


87 


现在 我 们 可 以 叙述 [SIM] 的 主要 定理 了 ， 
设 {V,R,G} 是 一 个 不 可 约 和 乐 系统 。 如 果 G^ 
在 V 的 单位 球面 S"-: 上 的 作用 是 不 可 迁 的 ， 则 {V， (25) 
R,G} 是 一 个 对 称 的 和 乐 系统 。 
证 明 (25) 的 主要 工具 是 GR 的 可 迁 性 的 一 个 刻画 。 称 V 内 的 一 个 
子 空间 W 为 平坦 子 空间 ,如 果 Yw,vEW, VOCE GOD Qus = 0. 
任何 一 维 子 空间 显然 是 平坦 的 (因为 (20.1? 之 故 )， 所 以 称 维 数 之 
2 的 平坦 子 空间 为 非 平 凡 的 。 现 有 
G? 在 V 的 单位 球面 上 的 作用 是 可 迁 的 ， 当 且 
仅 当 在 V 内 不 存在 非 平凡 的 平坦 子 空间 。 (26) 
断言 (26) 的 证 明基 本 上 就 是 前 面 的 引 理 5 的 证 明 ， 因 此 上 略 去 , 现 
在 从 (26) 出 发 ， 则 可 把 (25) 的 证 明 归结 为 证 明 ， 
车 VV 有 一 个 非 平凡 的 平坦 子 空间 W， 则 YA 
€8, # ACR) =0。 (27) 
《参看 (22) 式 以 下 的 讨论 .) (27? 的 证 明 是 一 连 串 技巧 性 非常 高 
的 线性 代数 引 理 ， 而 且 缺 乏 任何 几何 上 的 直观 性 笔者 曾 问 过 
Simons 怎么 会 想 出 这 么 复杂 而 巧妙 的 证 明 的 ， 他 说 一 旦 认 清楚 
(27) 是 一 个 纯粹 线性 代数 的 定理 之 后 ， 他 就 不 考虑 任何 几何 的 
想法 ， 而 只 拼命 从 线性 代数 运算 的 方 向 去 想 )。 下 面 的 过 份 简化 
的 描述 ， 也 许 会 给 读者 提供 一 个 大 意 。(27) 的 证 明 用 双 重 归 纳 
法 。 首 先 对 dim V 进行 归纳 .显然 dimV = 1 不 成 问 题 。 现 设 所 有 
不 可 约 和 乐 系统 在 dim Vn 时 都 满足 (27) ,要 证 明 对 于 不 可 约 和 
乐 系统 {V,R,G}， 且 dimY =n+1， 则 (27) 也 成 立 。 因 此 假设 V 
有 一 个 非 平凡 平坦 子 空间 W。 对 每 个 QEGCR) (G(R) 是 所 有 的 
gU0(V 9EG) 在 多 内 线性 生成 的 子 空间 ， 见 (23) 以 下 的 讨论 )， 
定义 映射 
To:Wx WV 上 的 所 有 对 称 变换 } 
使 得 Yw,vEW，YxEV 有 
Taw, Y) CO =Q. 
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对 于 任意 一 个 固定 的 O， 可 以 证 明 这 些 {TeCw,s)，w,vEW} 都 
是 互相 可 交换 的 对 称 变换 ， 所 以 有 共同 的 特征 向 量 ， 特 别 有 共 同 


的 、 对 应 于 特征 值 为 零 的 向 量子 空间 Ne. 命 Z(W)= N No. 


QEG(R) 

i MRD dE Se He Rd BIR ZO AV. 对 于 QEGCR), dr 
OHO ZC(W) 上 的 限制 .又 命 H (AE G:kCZOW))CZOVD), 
WH’ ÆG 的 紧 子 群 . BH 4g ZOWO E f ER li 29H, W 
(Zw), 0,H} 是 一 个 和 乐 系统 .由 另 一 个 简单 的 推 证 知道 ， 
不 妨 假 设 ZW), OH} BRT OH. HFZWAV, BY 
dim ZCW) <n, A 此 从 归纳 法 假设 可 知 ， 对 于 {ZCW),O,H}， 
(27) 成 立 。 由 这 个 结论 及 W 的 平坦 性 ， 可 以 证 明 

Quyz=0, YQEGCR), Vw€W, Vy,2EZ(W), (28) 


现在 用 (28) 对 dim 9^ 进 行 归纳 。 在 dim 98 为 零 的 时 候 不 成 问 
题 。 现 设 对 所 有 的 dim 9*<p 的 和 乐 系统 {V,R,G}，(27) 都 成 
立 。 设 有 dim 98 =p+1。 首先 要 证 明 9* 有 一 个 基 底 (Aon 

Az} 使 得 dim 941‘ <cdimg?=p+1, Vizl,,L. iX SHIR 
的 存在 要 依靠 (28) . 这 样 {V, Ai (R),G} 是 满足 第 二 个 归纳 法 假设 
的 一 个 和 乐 系 统 ， 所 以 YBE9 有 BC(Ai(R))=0。 WEB, 将 


BER B= Dia A u ER, 由 于 018CAi(R)) =0， 因此 


B*(QQ) =0. 但 是 在 E 上 有 一 个 自然 的 内 积 (因为 .9 可 以 看 成 所 有 
的 对 称 线性 变换 八 ?V 一 人 2V 的 集合 ， 而 在 人?V EU Killing 形 
式 )， 而 对 于 这 个 内 积 ， 是 反对 称 算 子 。 所 以 由 BCR) = 0 得 到 
<B?(R), R> = —<BCR), BCR)>=0, A BOO 70. HF BRIN 
的 任意 一 个 元 素 ， 于 是 (27) 成 立 。(25) 证 毕 。 

现在 用 (25) 来 作 几何 上 的 推论 。 若 M 是 不 可 约 的 单 连通 黎 曼 
流 形 ( 不 妨 设 dim M23, HAM dim M = 2 时 没有 什么 可 证 的 ) 
Vx€ M, Wt Hz 是 以 x 为 基点 的 和 乐 群 。 又 命 R 为 M 的 曲率 张 
量 ，R(x) 是 R 在 x 点 上 的 值 。 显 然 {Mz,R(z) ,已 =} 是 一 个 不 可 
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约 的 和 乐 系统 。 设 H.E M. 内 的 单位 球面 上 有 不 可 迁 作 用 ， 则 
由 (25) 知 道 {M2, RCx),Hz} 是 一 个 对 称 的 和 乐 系统 。Simons 在 
[LSIMJ 中 证 明 ， 如 果 一 个 维 数 大 于 2 的 不 可 约 黎 曼 流 形 M 满 足 条 
dk; YEM, {Mz R(x),Hz} 为 一 个 对 称 和 乐 系统 ， 则 MM 本 身 
一 定 是 局 部 对 称 的。 这 个 结果 蕴涵 着 定理 1， 所 以 b AR wee 
2. 


$ 5 ”和 乐 群 的 实现 问题 


现在 开始 讨论 Berger 分 类 定理 所 提出 的 实现 问题 ， 即 是 说 ， 
在 (16) 中 所 列 出 的 每 个 群 是 否 都 是 一 个 非 局 部 对 称 黎 曼 流 形 的 和 
RM 注意 ， 这 些 和 乐 群 一 定 是 不 可 约 的 ， 因 为 它们 在 切 空 间 的 
单位 球面 的 作用 是 可 迁 的 ) 。 在 下 面 我 们 要 对 每 个 群 分 别 进行 讨 
论 ， 并 给 出 有 关 的 定义 。 首 先 我 们 要 并 清楚 一 个 流 形 的 和 乐 群 是 
一 个 李 群 GAM. fr SO(n) ARIE, BN A det = 
+1 的 所 有 nxn 正 交 和 矩阵 9 的 集合 。 通 过 R” 上 的 典范 基底 ,我 们 
把 SO(n) 与 R* 上 (对 于 典范 内 积 的 ) 所 有 其 行列 式 为 1 的 线性 等 
距 变换 的 群 等 同 起 来 由 于 以 下 讨论 只 牵涉 内 积 空间 之 间 的 线性 
变换 ， 有 时 我 们 将 线性 等 距 变 换 简 称 为 等 距 变 换 )。 设 G 为 
S0(m) 内 的 一 个 紧 李 子 群 ， 又 设 GLOM D 2978 8 dft 形 M 的 切 空间 
Mz 上 的 自 同 构 群 ，GL(n,R) 为 R* 上 的 自 同 构 群 。 则 任意 的 等 
Vales 92M, > R" (dim M = m) 必 诱导 出 一 个 群 的 同 构 
9:GLOM 2—GLG,R), 
使 得 p) e/o, VÍ€GLOMD. H8 SoOGO CGLO,R), 所 
以 -1(SO(n)) 就 是 所 有 M. 上 的 等 距 变换 的 集合 。 我 们 称 M 的 
和 乐 群 是 G， 如 果 存 在 等 距 映射 9:Mz~>R"， 使 得 PH 
(MY 的 和 乐 群 )。 同 理 ， 设 天 是 OCOBS-ERE (天 不 一 定 是 紧 致 
的 )， 如 果 9^7 OO = H*， 则 称 M 的 整体 和 乐 群 是 大。 人 笛 若 GE 
任意 的 一 个 紧 致 李 群 ， 称 M 的 和 乐 群 是 G, MRE SOCO 内 有 一 
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^5 0 EAS EECET-REG, HAMM IR EEG. feo 
有 很 多 群 是 不 太 容易 看 出 来 如 何 与 SO(d) 中 的 紧 致 李子 群 同 构 
的 。 我 们 会 说 清楚 这 一 点 。 

现在 对 于 (16) 所 列 出 的 群 分 别 作 详细 的 讨论 。 

CI) SO) RREZE 在 81 的 例 2 中 我 们 已 指出 单位 
IRE S CR"! (对 于 它 的 典范 度量 ) 的 和 乐 群 是 S0Cn) (参阅 
引 理 3) .一 般 来 说 ,大 部 分 的 n 维 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 都 是 SO(n). 
虽然 这 句 话 的 精确 意义 从 来 没有 人 写 下 来 ， 自 然 从 来 也 没有 人 去 
严格 证 明 ， 但 是 通过 本 节 的 讨论 之 后 能 够 体会 到 大 部 分 的 含义 。 
要 具体 的 构造 一 个 非 局 部 对 称 、 满 足 H=SOMMERR SIE 
也 是 不 难 的 , 命 ? 是 S" 上 的 一 个 0 函数 ， 使 得 0<?<<1， 
(Ener) =1( 其 中 Engi = (0,…,0,1))， 而 且 supp? 包含 在 北半球 
Stest(x.a20)ZW. BG 是 S" 的 典范 笋 曼 度 最， 命 G = 

Q*90G, WI GJRIES" 上 的 黎 曼 度量 。 我 们 要 证 明 , 对 于 C 而 
言 S" 是 一 个 非 局 部 对 称 而 满足 态 =SO(n) 的 黎 曼 流 形 。 先 证 
《5S",G) 是 非 局 部 对 称 的 。 在 SI=S N {tn 0E G= Go 
所 以 (S",G) 在 南半球 S* 上 有 常 曲 率 。 如 果 (S",G) 是 局 部 对 称 
的 ,由 于 局 部 对 称 空间 的 截面 曲率 在 平移 之 下 是 不 变 的 ( 见 (17))， 
则 通过 一 个 简单 的 论证 立刻 得 到 G 在 整个 5S* 上 有 常 曲率 。 由 于 
p 是 非常 值 函数 ， 从 初等 的 计算 可 知 和 是 不 可 能 有 常 曲率 的 。 所 
以 (S",G) 是 非 局 部 对 称 的 。 另 一 方面 ， 从 $ 1 的 例 2 及 引 理 3 得 
知 (S*,G) 的 和 乐 群 一 定 是 SOC (在 S?, E, G9 GO, BAG", 

G) 的 和 乐 群 也 是 SO(n), 

上 面 所 讨论 的 大 概 意思 是 ， 若 将 S* 上 的 典范 度量 Go 作 一 个 
小 扰动 得 到 新 度量 G， 则 CS",G) 一 定 是 一 个 非 局 部 对 Hh. HA 
互 =S0(m) 的 黎 曼 流 形 。 另 一 方面 ， 我 们 也 已 指出 有 常 曲 率 - 1 的 
双 曲 空间 H” 也 以 SOM AFRE. 车 将 H” 上 的 典范 双 曲 度量 
作 同 样 的 扰动 ， 则 可 得 到 一 个 非 局 部 对 称 、 且 满足 WH = soc) hy 
非 紧 完备 黎 曼 流 形 。 
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UD Uco HE ”这 是 在 C^ 上 对 于 其 典范 Hermite 内 积 的 所 
有 等 距 复线 性 变换 的 集合 。 若 一 个 黎 曼 流 形 M 的 整体 和 乐 群 H* 
是 UCn) 的 子 群 ， 则 M 必 是 一 个 Kühler 流 形 。 这 人 句 话 的 精确 意义 
会 在 引 理 7 的 证 明 中 说 清楚 。 

首先 要 解释 如 何 将 Un) CAD AE A SOC2n)。 直观 地 说 ， 
R? 显然 可 以 与 C* 认 同 ， 所 以 SOC2n) 就 是 C" 上 所 有 对 于 典范 
Hermite 内 积 的 等 距 实 线性 变换 。 这 样 ，U(n) 就 刚好 是 SOC2n) © 
内 的 所 有 复线 性 变换 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 将 给 出 其 中 的 细 
35. 命 G JE C^ 上 的 典范 Hermite 内 积 ， 就 是 说 , 若 uo Qno 
us) 和 v= (0, 7, Und) C" 中 的 任意 两 个 元 素 ， 则 


Li 
Golu, v) = Dyu: . 
iel 


C^ 与 R:* 有 一 个 典范 的 认同 ， 设 4 = (uee Ua) € C^, ERED 
u, SE uL Ta + A= lanes (0, 44 ER)， 并 定义 4 = (a, 
vee yn) ER? juu! 是 从 C^ 到 R” 的 一 一 对 应 。 若 将 C" 看 
成 一 个 2n 维 实 向 量 空间 ， 则 这 个 对 应 是 实 向 量 空间 的 同 构 。 现 
在 命 ge 为 R'^ 上 的 典范 内 积 ， 即 Yu = (ab 42, v^ = is 


b); 


25 
go(u! v^) = S )Gabae 


onl 


显然 Yu,vEC"* 有 


; E 
Galu, V) = got! v^) +A - 195 (as 404 7 0,558.42. 
ial 


现在 用 内 昔 的 方法 将 最 后 一 项 重 写 ， 设 C” 上 的 典范 坐标 H 2’, 
…,z*， 它 们 可 视 为 对 侦 空间 (C")* 内 的 单位 正 交 基 。 同 样 在 R*” 
上 有 上 典范 坐标 xt, cnc CR")*。 与 上 面 C" 与 R^. 的 认 同 相 
对 应 ， 我 们 有 


2 二 xn 
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Li 
Go= Dz gz, 
iu 


Go= Sees. 


引进 记号 
zl uM 
[E 一 一 zi AZ 
972v -1 2 
=- Det Ast! 
fel 
LJ 
=)" Q! -iQ (29) 
in 
则 显然 有 | 
Gu, v) = go v^) + - Ios (u^ 9^), (30) 


35 go 为 Ce 的 实 部 ， 记 作 go= Re Go, X ov 为 Go Met B, di 
TE v, 7 Im Go。 
由 Uca X nA, FEUM «eG, 00, f 00) = GG, 
v), Vu,v€ C^, 但 是 每 个 f:C"->C"* 诱 导出 一 个 实 线性 变换 f:; 
RR" ,使 得 fu C], YuEC"*。 易 见 (fg) -f'g', 
而 且 f 关 9 蕴涵 着 S Ag. RARE jrj 实在 是 群 的 单 同 态 ， 
DU(n)->GL(2n,R)。 因 此 (30) 蕴 涵 着 ，fE UCn) 的 充 要 条 件 是 下 
列 两 个 条 件 成 立 ， 
gy Qi), f^ (VD) = gu ,v^), | Vu',s'€ R^, (31) 
wy (0), f W So,Q^ v^), Yu ER", (32) 
用 普通 的 张 量 的 记号 ， 这 两 个 条 件 可 以 写成 
(f)*go= go (31^) 
Q9, = Woy | (32^) 


条 件 (31/) 说 明 fj/E0(2n) 。 条 件 (327) 的 意义 不 是 很 明显 ， 我 们 
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要 作 一 个 详细 的 分 析 。 首 先 ，(32) 式 说 明 det //- +1， 因 为 车 
Ho A Ae (nko SR o8, MORE & EC 0*95 = 9$. 
从 普通 的 线性 代数 可 知 (f')*03 = (det £208. HR, O40, Bi 
以 detf'=1。 因 此 ， 当 (3D),(32) 成 立时 ， 则 f’ES0(2n)。 另 
一 方面 ，(32) 还 说 明 AT C 是 线性 的 。 更 精确 地 说 ， 定 义 一 
个 (2n) x (2n) 和 矩阵 J。， 使 得 
Jm [^ ak AT 
In, 0 

PT, nxn APR. FR we 对 于 R” 的 典范 基底 {eb…， 

Ern JHJE RECO CE sE) Jictejeon 恰好 是 J。， 所 以 (32) 等 价 于 如 


下 的 矩阵 方程 ; 
QD Sof! = Jo. 


由 于 //€oqQn, MAFO = 407, KGDOAÜET 
Jof =f" Tox (33) 
因此 
(F€0(2) JF = F Jo} = (F€SO(20) : JoF = FJo). 
现在 要 看 一 看 Jo 究 沉 是 怎么 一 回 事 . KNW A: Jo ER" 
上 的 作用 就 是 一 i 在 C^ 上 的 数 乘法 。 说 得 更 清楚 一 点 ， 我 们 
有 下 面 的 容易 验证 的 等 式 : 
(v= iu)’ ss), yuet” (34) 
Qu, dub Jo BER” 上 的 线性 变换 )。 因 为 这 个 原因 ， 
KJ AR” 上 的 典范 揽 结构 . 注意， 3= -LU 其 中 1 是 R*"* 上 
的 恒 同 映射 。 在 下 面 我 们 将 会 讨论 仅 满足 条 件 J = -1 的 线性 变 
换 J 。 顺 便 指出 ， 六 保持 R” 的 典范 内 积 go 不 变 ， 即 
IJU), Jo = gou^ v), Vu’ sv ER, 
此 外 Jo ALERT GORE g 与 we 之 间 的 关系 ， 即 有 等 式 
wolu’ v^) = go(u^,],(0/)), — Vu','€ R^, (35) 
这 自然 等 价 于 
(Im Gp) (u’ 2) = (Re Go) Cu’, Jole), Yu’,v’ ER, 
(35^) 
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对 于 我 们 眼前 的 讨论 ， 变 换 J 的 最 重要 的 性 质 如 下。 命 FIRU 
>R" 是 一 个 等 距 线性 变换 ， 断 言 : 

车 FJo=JoF， 则 有 fEUCn)， 使 得 f= 下 。 (36) 
利用 C* 和 R*" 的 典范 认同 可 以 定义 映射 /:， C"->C", 使 得 (Cf (wD))” 
=F), Yuce”, 显然 f 对 于 RR 是 线性 的 。 我 们 要 证 f 对 于 
C 也 是 线 性 的 ， 亦 即 证 明 对 于 任意 的 EC* 有 fv iu s= 
v -1 00, MÆLI] Cv 7I]. HR dg f 的 定义 
以 及 (34) 式 ， 后 者 的 两 边 化 为 FCJobu’)) = JF Q7). BFF 
= jnF， 故 上 面 最 后 的 式 子 是 正确 的 ， 所 以 /是 C" 上 的 复 线性 
变换 。/ 对 于 Go 也 是 等 距 的 ， 因 为 4>u’ 是 C" 到 R^ 的 等 距 映 
射 ， 而 且 根 据 假设 F 也 是 等 距 的 。 因 此 /EUCn)，(36) 得 证 。 

断言 (36) 说 明 ff^ 是 从 UCn) 到 {FEQ9(C2n):FJo= JF) 的 
群 的 同 构 。 我 们 通过 这 个 同 构 把 它们 等 同 起 来 。 总 结 以 :上 的 讨 
论 ， 我 们 有 

U(n) = {FE 022): F Jo = JF} 
z(F€SO(Qn:FJo7 JF}. (37) 


这 个 等 式 就 是 我 们 所 需要 的 UC) CSO Qr AIR A. E 时 ， 
这 个 等 式 还 说 明 (32) (特别 是 参看 (33) 式 ) 事 实 上 是 保证 /对 于 C 
是 线性 的 。 

用 和 矩阵 的 方法 可 以 将 (37) 式 重新 表述 如 下 : HEU), it 
f=A+ V -1B， 其 中 A,B 为 mxz 实 矩阵 ， 则 对 应 的 实 线性 变 
换 1' 的 矩阵 是 

, [4 -B 
r=] h al 
(33) 式 等 价 于 一 个 2n x 2n 实 矩阵 能 够 表 成 这 种 形式 。 因 此 (37) 式 
WH, f= At -1B 是 nxn 的 西 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 


F= [; Pi €oQn. 
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下 一 步 是 刻画 所 有 的 以 UC(n) 的 一 个 子 群 为 和 乐 BW RSH 
形 。 首 先 引 进 一 个 新 概念 。 设 M 为 任意 黎 曼 流 形 ， 其 歼 曼 度量 为 
9g。 固定 xE M， 设 ?为 一 条 由 x 至 5 的 曲线 ， 平移 同 构 5:Mz 
一 My 诱导 出 同 构 和 :M2 一 M3, 使 得 YfEM3，YYE My 有 
Ea) =f") (38) 


(注意 ， 这 个 同 构 了 :M3 一 M$ 是 普通 的 祭 切 映射 5" MEME 
的 逆 上 映射 )。 现 在 将 扩展 成 Mz 与 My 上 的 张 量 代数 之 间 的 同 
39, HETUMISMGIGeSOMIOMIQUOM:CnT MS S 
AMD, WA HETO M: >T My, BV Xie Me, 
YEM, 

EXO 9x. Gf G0) 
2ÉQCYG-- 96 C098 059-9607. 
特别 是 ， 如 果 Y 是 以 x 为 基点 的 闲 曲线 ， 则 有 自 同 9T MS 
TMs. BER SET Ms 对 于 整体 和 乐 群 H* 是 不 变 的 ， 
如 果 对 于 任意 的 以 x 为 基点 的 闭 曲线 ?都 有 7?(S)=S。 另 一 方 
面 又 有 标准 的 定义 ， 称 张 量 场 .9 是 平行 的 ， 如 果 对 于 任意 的 曲线 
F:[0,1]—M BUR. 
ECZ Q0») 7.70». 
这 两 个 概念 有 密切 的 关系 。 但 在 给 出 它们 的 关系 之 前 ， 先 考虑 两 
个 重要 的 例子 。 

例 1 设 J:Mz 一 Mz 是 线性 变换 .车 将 了 看 作 T”M 中 的 一 
ARB, WI ME H* 不 变 的 充 要 条 件 EB: VY, 9 5] V p 
换 的 ， 即 

Pj=], Y”, (89) 
其 中 是 以 x 为 基点 的 闭 曲 线 。 

理由 如 下 。 设 {Xi，…，,Xn} 是 Mz 内 的 一 个 基底 ， 命 {0',*…， 

oS Bi HEE RY JX), Yi MTR SKE 
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(Xv.Gw )eru. 等 同 起 来 由 定义 得 到 ,了 对 于 H* 是 不 
1 
变 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 以 z Job AML AR CUN 


(E r 8o) Erg. 
1 i 
后 者 的 意义 是 ， 对 于 任意 的 XE Mz 有 
E oor (Drg )oo (EEren )oo 
i i 1 


= Sot SxS. 
i 


fix'- 5200, RS 
$t XY) = Dot SX) p 
t i 


(£ Ye) oco] (iv. JEX, vx'eu.. 


上 式 就 是 
£UOC»D-2 KG, VX'€M.. 
AETI, SC = JJ 三 作为 (1,1) 型 张 量 ) 等 价 于 67 2 60 作为 
M; 上 的 线性 变换 )。 (39) 得 证 。 
例 2 WecT'*M.,W e MF 妃 * 不 变 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 于 任意 的 以 x 为 基点 的 闭 曲 线 $ 必 有 


?OGY) 29 $00,5QD, | VX,Y€Ms.. (40) 


其 证 明 与 例 1 相近 ， 故 略 去 。 
现在 给 出 对 H* 不 变 的 张 量 与 平行 张 量 场 之 间 的 关系 ， 
第 二 和 乐 原理 VEMGETRSRUUE, x€ M， 则 所 有 对 H* 不 变 
Mik SET? M. 与 M 上 的 平行 张 量 场 乡 成 一 一 对 应 。 精 确 地 
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it, #SCTM., ASMP A* 不 变 ， 则 与 其 对 应 的 平行 张 
EIS RE 

TWEES),  Vy€M, 
其 中 是 任意 的 从 x Bly 的 曲线 。 

它 的 证 明 与 第 一 和 乐 原理 的 证 明 相 似 ， 在 此 从 略 。 

其 次 ， 我 们 要 复习 代数 上 的 一 些 基 本 事实 。 设 W 是 一 个 实 向 
EZH, 为 W 上 的 恒 同 映射 。 若 线性 变换 JWW WER? 
= -I， 则 称 是 W .上 的 复 结构 。 若 W 上 有 复 结构 J， 则 在 W 上 
可 以 引进 一 个 复 向 量 空间 结构 ， 使 得 对 于 任意 的 4a+ Ww-1 bee 
有 

(a v/—]b) «wzcaw +b] (w), VwEW, (41) 


容易 验证 这 个 定义 是 合理 的 。 为 了 避免 混淆 起 见 ， 我 们 把 这 个 复 
向 量 空间 记 作 Wo. d$ Wo HAERE n, IW flo CHER hon, 
设 W 有 内 积 g 。 称 9 对 于 J 是 不 变 的 ， 若 
gQu,w^)2g(QD),]Q/)), Yw,w EW, (42) 
Beg 是 对 于 ITER, MÆ Wo .1: 引 进 Hermite 度量 G， 使 得 
g=Re G( 见 (30))。G 的 定义 是 
Glw,w’)=g9w,w) +V 196w, J(w’)), Vw,w'€W, 
BEA gw, J (0^2) de G 的 虚 部 ( 见 (35’))，、 记 作 4， 即 
i o(w,w')sgQo,J(u^)), Yw,w EW, (43) 
显然 是 一 个 反对 称 的 双 线 性 形式 (由 于 (42))。 
现 设 M 是 一 个 2n 维 黎 曼 流 形 ， 其 度量 为 9 。 周 定 xE M， 设 
整体 和 乐 群 H* A UCO WESCE RE, iafe H*CUCn)。 根 据 定义 及 
(37)， 必 有 等 距 映 射 9: M2 >R", [EG 


9IGI*)c(F€0Qn):F]o7 JF}, (44) 


其 中 8 是 由 ?诱导 的 群 同 构 ( 参 看 本 节 一 开始 的 段落 )。(44) 有 一 
个 等 价 的 说 法 。 定 义 线性 变换 J::Mz: 一 Mz， 使 得 J= JP, 
WW Js 是 Ms 上 的 一 个 复 结构 。 由 于 .R*" 中 的 典范 内 积 go 关于 复 结 
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构 jo 是 不 变 的 ， 因 此 9.9 BMT Je 不 变 的 内 积 (参看 (42) 
式 )。 此 外 ，(44) 等 价 于 
H*C(F€0CXGM:FJz = JF) (45) 

《其 中 0(Mz) 表 示 Mz> 上 所 有 等 距 变 换 的 集合 )。 反 过 来 ， 如 果 有 
一 个 复 结构 1=:Mz 一 Mz， 使 得 gz 对 于 J: 是 不 变 的 ， 而 且 (45) 成 
Xp WAS PRR 9:MI—R'U, (E 得 (44) 成 立 。 事实 上 ， 只 要 
在 M: 中 取 基 底 {e1,*…,en, Jze1,…,Jzen}， 使 得 它 关 于 gz 是 单位 
正 交 的 ， 则 9 就 把 Xe Mz 映射 到 XX 关于 上 述 基底 的 分 量 构 成 的 列 
向 量 。 至 于 前 面 所 述 的 基底 不 难 利 用 J: 是 复 结构 及 gs 在 1z 的 作 
用 下 的 不 变性 来 得 到 。 所 以 ，H*CUCn) 的 充分 必要 条 FE: 在 
Mz 上 存在 复 结构 J/:， 使 得 9z 对 于 J: 是 不 变 的 ， 而 且 (45) 成 立 。 
总 结 上 面 的 讨论 ， 有 如 下 的 引 理 ， 

引 理 6 ” 设 M 是 黎 曼 流 形 ， 其 黎 曼 度量 为 9 ， 整 体 和 乐 群 为 
H*, WH*CUGOfR JE BREE: 

(i) 在 Mz 上 存在 复 结构 Je, E g> 对 于 J- 是 不 变 的 ; 

. Gi) Vhe H*fh]. = Jah, 

现在 要 进一步 对 引 理 0 作 较 为 深入 的 探讨 。 先 引进 定义 ， 在 
2n 维 微分 流 形 M 上 的 一 个 二 次 外 形式 。 在 点 x 是 非 退 化 的 ， 如 果 
[o(x)]":0, X ROOT 20G) A AoGOCn DD. H (6s, 
7658: )HEMLLEREEXX— DER, Wok A x 上 非 退 化 的 充 要 条 
TE ORT T AE (61) 618 HAB BE (o Ce, 6,0 EAE 奇异 的 。 如 果 
% 在 M 上 处 处 是 非 退 化 的 ， 则 称 % 是 非 退 化 的 。 

引 理 7 设 M 是 2n 维 黎 曼 流 形 ， 其 黎 曼 度量 为 9 ， 整 体 和 乐 
群 为 H*， 则 以 下 三 个 条 件 是 彼此 等 价 的 ， 

(a) H*CUCn), 

《b) M 是 一 个 n 维 复 流 形 ， 而 且 9 是 M 上 一 个 Kihler 度 量 C 
的 实 部 ; ` 

(0 M 上 有 一 个 非 退 化 的 平行 二 次 外 形式 w。 

ZA (a) 一 >(b) 设 H*CUCn)， 要 证 M 是 复 流 形 ， 而 且 
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dj Kühler 度量 G， 使 得 9= ReGCHI V y€ M, gy=ReGy). dl 
理 6 得 知 Ms 具 有 复 结构 ]: 使 9: 对 于 JERR, HH V^CH* 
有 上 jj。 = J:h。 利 用 第 二 和 乐 原理 ， 可 知 在 M 上 存 在 一 个 平行 的 
Q,DHEGERE J, HAIG) = J:， 而 且 对 于 任意 的 YE M， 及 所 
有 从 * By BRA EID JORAND. BEAS 


yg(X,Y)=g(JX,JY)， VY 向 量 场 X,Y。 (46) 


在 下 面 将 简称 (46) 为 9 对 于 了 是 不 变 的 。 其 次 ， 设 D 是 9 的 Levi- 
Civita 联络 ， 则 DJ = 0。 这 是 因为 了 是 M 上 的 平行 张 量 场 ， 然 而 
对 于 任意 的 张 量 场 了 有 

DT =0 当 且 仅 当 个 是 平行 的 张 量 场 (47) 
(参看 [W3]，§ 2)。 显然 /* = -I， 其 中 1 是 M 上 由 恒 同 线性 变换 
给 出 的 (1,1) 型 张 量 场 ， 即 对 于 任意 的 向 量 场 X AIC) =X. M 
以 了 就 是 M 上 的 一 个 殖 复 结构 (almost complex structure), HF 
DJ=0， 故 D 是 对 于 了 的 一 个 殉 复 联络 ( 参 看 [KNI] 第 143 页 )。 
由 于 D 是 无 挠 联络 ， 故 一 个 标准 的 结果 说 了 是 一 个 可 积 的 殖 复 结 
构 ( 见 [KNI]， 第 145 页 推论 3.5)。 根 据 著 名 的 Newlander-Nir- 
enberg 定理 ( 见 L[HO] 8$ 5.7)， 车 M 具 有 这 样 的 殉 复 结构 了 , WM 
必 是 一 个 复 流 形 ， 并 且 由 局 部 坐标 所 定义 的 复 结构 张 量 就 是 了 本 
身 。 这 句 话 的 意思 是 : 如 果 {z!，…,z"} 是 任意 的 局 部 坐标 ，z! = 
xi«v-1y5, Vizl,-n, Hl 


(à )55 ay’ (323) = -2r Vi 


现在 用 了 来 定义 所 需 的 Kihler 度 量 。 先 定义 协 变 张 量 场 C， 使 得 
对 于 M 上 的 任意 两 个 向 量 场 X,Y 有 


G(X,Y)=g9(X,Y) * v/- 1906JY)», (48) 


用 (46) 立 刻 可 以 验证 ， 对 于 在 每 个 切 空间 My 上 由 J(y) 所 定义 的 
复 向 量 空间 结构 而 言 ，Gy 恰 是 My 上 的 一 个 Hermite 二 次 型 。 由 于 
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gy 的 正定 性 ， 又 知 Gy 是 正定 的 ， 所 以 G 是 M 上 的 Hermite 度量 。 
现在 要 证 明 G 其 实 是 一 个 Kihler 度量 。 这 句 话 的 意思 是 ， 若 odi 
G 是 虚 部 ( 即 所 谓 G 的 Kahler 形式 )， 则 do = 0( 在 (43) 中 已 指出 4 
是 二 次 外 形式 场 ， 所 以 do 有 意义 )。 先 指出 ， 由 (48) 知 有 


9(6Y)7906JY), VX,Y, (49) 
PELA C46) $049) Z 08 
9X,JY)-o906Y)  VX;Y. (50) 
以 下 简称 (50) 为 o 对 于 了 的 不 变性 。 


现在 需要 证 明 下 面 的 一 个 一 般 性 的 结果 。 命 了 是 复 流 形 M 上 
的 复 结构 张 量 ，g 是 对 于 了 不 变 的 黎 曼 度量 ,D 是 9 是 Levi-Civita 
Ke. Xd o 是 (49) 式 所 定义 的 二 次 外 形式 场 ， 则 下 面 的 三 个 条 
件 是 彼此 等 价 的 ， 

Gi) do- 9«— (i) DJ =0< 一 (iii) Do=0。 (51) 
JeUEG) => (ii). i do =0. 熟 知 对 于 任意 的 向 量 场 X,Y ,Z 有 
do(X,Y,Z) 

= X(W(Y5Z)) -YX Z)) + Z(oC(X ,Y)) 

-CX Y), 2 *9(X,Z).Y)-o(Y.Z]) X). 

由 D 的 定义 知 有 
2g(DxY, Z) 
=X(g(Y,2)) +Y(g(2Z, X» - ZGOGY) 
*gCX Y) 2 - (X, Z)Y ) - 9(LY,Z1,X), 
用 这 两 个 恒等式 ， 再 加 上 (46), (49) 和 (50)， 得 到 
2g(Dx(JY) - J(DxY), 2) 
7do(X,JY,JZ) - do(X, Y, Z) 

*9U0X,UY.JZ] - JUY.X1- JLY,JZ] - LY ZD. 
由 于 了 是 复 波形 M 上 的 复 结构 张 量 ， 因 此 了 是 可 积 的 ， 所 以 上 式 
右 端 第 三 项 为 等 。 已 假定 do = 0， 故 上 式 表明 . 


g(ODxUY)-JOXY»52)70,  VX.Y,Z, 
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DyUYO-JOXYO-0, VOY, 
这 等 价 于 DJ = 0，(ii) 得 证 。 
其 次 证 (ii) 一 >(iii)。 设 DJ =0。 由 于 Dx 是 一 个 与 缩 并 可 交 
换 的 导数 ， 所 以 (参看 [WU3]， $2) 对 于 任意 的 X,Y,Z 有 
(0), Z) = X (CY, ZY) -oDxY,2) -oY, DxZ) 
=X(g(Y,J12)) - 9OxY,J2) 
—g(Y,J(Dx2)) 
=g(Y,Dx(J2)) -9(Y, J(DxZ)) 
-2g(Y,Q3D2) 70, 
即 Dxo =0，YX，f(iii) 得 证 。 至 于 (iii) 一 >(i 是 第 一 章 的 (19) 
式 的 直接 推论 。(51) 证 毕 。 前 面 已 指出 DJ = 0， 由 (51) 可 知 do = 
0， 故 由 (48) 给 出 的 G 是 M 上 的 Kahler 度量 ,而 且 9g=ReG。 因 
此 Cb) 成 立 。 
(b) 一 >(c) 设 G 是 M 上 的 Kihler 度量， 且 9 =ReG。 命 D 为 
g 的 Levi-Civita 联 络 ，o% 为 G 的 Kihler 形 式 。 只 需 证 明 o 是 平行 的 
和 非 退化 的 。 命 了 是 M 的 局 部 坐标 所 定义 的 复 结构 张 晶 ( 见 (48) 
式 以 上 的 讨论 )， 则 vy€ M，Gy 是 My 上 对 于 复 结构 J(y) 的 Her- 
mite 内 积 。 由 此 可 知 ，Yy,9y 对 于 J(y) 是 不 变 的 。 因 此 ，(51) 的 
O= (iii) 表 明 w 是 在 M 上 平行 的 二 次 外 形式 场 。 另 一 方面 ， 如 
果 yEM， 则 可 在 My 上 取 单 位 正 交 基 {e,…，*ezn}， 使 得 82， = 
Sexy .1，1<i<n。 于 是 对 这 个 基底 ，% 的 矩阵 


[o(ei ses J et.is2n 


就 是 
"m " 
1 0 0 
0 -1 
1 0 j 
á 0 -1 
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Billo 是 非 退 化 的 。 
(O= a) 设 o 是 2n 维 黎 曼 流 形 M 上 对 于 黎 曼 度量 9 是 平 
行 的 、 非 退化 的 二 次 外 形式 场 。 要 证 明 H*CUCO,. HAM. 
上 定义 一 个 线性 变换 TOMO M2, WEF ge CT 00,1) -oQi,v), 
Vu, € Mz。6% 的 韭 退 化 性 萤 涵 7 了 是非 奇异 线性 变换 。% 的 反对 称 
性 蕴涵 了 对 于 gs 是 反对 称 变换 ， 即 ge( 了 (4),v) = -galt JO). 
% 的 平行 性 蕴涵 vy 对 于 妃 * 是 不 变 的 ， 故 有 (看 上 面 的 例 1) 
Jh-hJ,  vhCH*. (52) 
现在 要 证 明 在 M。 上 存在 复 结构 1， 使 得 了 对 于 HEAR, 3E 
E 9z 对 于 了 也 是 不 变 的 ， 因 而 由 引 理 6 得 到 H*CUCO. 由 于 了 
是 反对 称 变换 ， 因 此 存在 单位 正 交 基 8 ={eb…，e:n}CMz， 使 
AI 对 于 8 的 矩阵 为 
as, 
Ln 


0 


adi 


其 中 a1 ER, 2,20, aa, VAn MABE, Ba PAN, x 
2n, ERE: 


0 -1 
1 0 0 
0 -1 
Ji= 1 0 > 
0 0 -1 
1 0 


并 且 m +… +?z = mn。 一 个 等 价 的 说 法 是 ，Mz> 有 正 交 直 和 分 解 
M: =V Oei l 
XbViLV, Vis, dimv,=2n,, JVOCV,, Vi, JR 
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在 每 一 个 Vi 内 可 以 取 适 当 的 单位 正 交 基底 2 o EBJ lv, :Vi -> 
Vi 在 该 基底 下 的 矩阵 为 41Ji. DA Zag UUL. 
{Vi}1<t<z 的 重要 性 在 于 如 下 的 性 质 ; 
AV,)CV,,  Vhà€H*, Vi, (53) 
在 证 明 (53) 之 前 ， 先 指出 每 个 Vi 可 以 刻画 成 ，uEVi <I?) 
= ~4fu。 这 是 因为 对 于 基底 8 而 言 ，7 ?的 矩阵 显然 是 
-ail 
0 


-ail, 


0 -ail 


其 中 1, Ran, x 2n4 的 单位 和 矩阵。 由 此 立即 可 看 出 Vi 是 了 ?的 对 应 
于 特征 值 - 07 的 特征 空间 (注意 ，c 过 0， a,5:a0,, Visej, MA 
-ajz-aj, Vip. 所 以 V1 有 上 面 所 述 的 刻画 。 现 在 由 (52》 
We, VAEH*, vv, EV 有 

J*(h(y,)) 2 k(JQ0,)) = - aj Có ,), 
所 以 hlv,)EV,，(53) 得 证 。 

由 (53) 得 知 每 个 V, 在 H* 的 作用 下 是 不 变 的 ， 即 "H*(V1) 必 
Vi，Yi。 现 在 定义 J:M: 一 Mz， 使 得 对 于 上 面 的 单位 正 交 基 8 ， 
J HRA 

Ji 


Hit" IV OC, vi, ii BOT V: 内 的 单位 正 交 基 2 ，， 
线性 变换 J|v, :Vi~>V :的 矩阵 就 是 J e SUBE 

hj=jh, Vh€H*. (54) 
既然 已 知 PEC 有 H* 都 保持 Vi 不 变 ， 所 以 只 需 证 明 (54) 的 两 
边 限制 在 每 V. 上 都 相等 就 行 了 。 但 在 V: 上 (固定 一 个 iD, 
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J2a,],7a,]. BATRARARM, 0.40, MEV: 上 有 /= 
i 于 是 由 (52) 得 到 


条 = 二条 = 二 Jh= Jh, Vh€ H*, 


MODRE. 
RAJ--L PEM LR. BW, HF) 
对 于 基底 8 的 矩阵 是 
ed . 
H 0 0 | 
0 -1 
1 0 
0 0 -1 


- 1 一 
BiVAgzC6,,0,2 = galoio), Yisj=l, 2n, ARER gz 对 
于 了 是 不 变 的 。 由 引 理 6 和 (54) 得 到 H*CUN). WEHR. 

现在 可 以 简略 地 讨论 一 下 以 UCn) 为 和 乐 群 的 非 局 部 对 称 黎 
SHOR = UCn))。 首 先 ， 在 前 面 已 提 到 过 有 两 个 秩 为 1 
的 单 连通 对 称 空间 具有 这 个 性 质 。 一 个 是 紧 的 复 射影 空间 PnC， 
它 的 Kihler 度 最 为 古典 的 Fubini-Study 度 量 。 这 个 度量 的 爹 纯 截 
面 曲率 (holomorphic sectional curvature) 24, 另 一 个 是 非 紧 的 、 
C" 中 的 单位 球 B^. "dE P.C 的 对 偶 对 称 空间 ， 其 Kühler 度量 
是 古典 的 Bergman 度 量 。 这 是 全 纯 截 面 曲率 等 于 - 4 的 完备 度量 。 
现在 我 们 可 以 用 类 似 于 讨论 SO(") 的 办 法 把 这 两 个 度量 扰动 得 到 
非 局 部 对 称 、 并 且 仍 然 满 足 妃 = U(n) 的 流 形 。 但 是 由 于 要 求 在 扰 
动 这 些 度量 时 仍然 保持 它们 是 Kaihler 度 量 的 性 质 ( 见 引 理 7 ), Br 
以 不 能 完全 照搬 SOCn) 的 办 法 。 原 因 是 ， 如 果 Go 是 一 个 Kiibler 度 
量 ，9? 是 任意 的 非 负 函 数 ， 则 (1+97Go 是 Kahle 度量 的 充分 必要 
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条 件 是 dC(1+9)oo) 70, HideAo, =0， 其 中 wo 是 Go 的 Kahler 形 
式 。 由 此 可 得 dp = 0( 其 证 明 是 初等 的 )， 所 以 ?是 常数 。 这 样 ， 如 
果 Go 是 对 称 Kühler 度量 ， 则 (1 + 9)Co 还 是 一 个 对 称 的 Kühler 度 
量 。 现 在 指出 ， 用 另 一 个 办 法 可 以 达到 我 们 的 目的 设 ?是 CR 
数 ，0 委 上 过 1，supp 包含 在 一 个 充分 小 的 坐标 邻 域 N 内 ， 设 N 的 
坐标 函数 是 {zl,…,z"}。 现 在 将 原来 的 Kahler 度量 Go 扰动 成 


= arg i 
GzG, tenants Qazi, 


Hh e 是 一 个 充分 小 的 正常 数 ， 使 G 仍 然 有 正定 性 .这 个 G 仍 然 
是 Kühler 度量 ， 因 为 它 的 Kühler 形式 E otv- leat, mA 
dC t Tiea) =0。 如 果 Go 是 PaC 或 B" 上 的 典范 Kihler 度 量 ， 
则 这 个 G 必 定 是 非 局 部 对 称 的 ， 但 是 G 仍 是 完备 的 ， 并 且 它 的 和 
乐 群 万 = UCn)。 理 由 和 前 面 关 于 SO(Cn) 的 讨论 相同 ， 在 此 就 不 重 
AT. 

大 部 分 的 nf Kabler 流 形 是 以 UCn) 为 其 和 乐 群 的， 但 是 从 
来 没有 人 把 这 句 话 严格 地 说 清楚 和 给 出 证 明 .在 本 节 结 束 的 时 候 ， 
我 们 会 体会 到 大 部 分 的 含义 。 

最 后 应 该 指出 ， 紧 Kihler 流 形 的 拓扑 性 质 是 代数 几何 的 一 个 
主要 题目 。 这 方面 的 初步 信息 可 以 参阅 CGH] 的 第 零 章 的 8 7. 

CM) SU(n) 特 殊 丁 群 ”、SU(m) 是 UCn) 内 所 有 其 行列 式 为 1 的 
元 素 构成 的 子 群 ， 它 显然 是 U(m) 的 闭 李 子 群 。 如 果 一 个 黎 曼 
流 形 的 整体 和 乐 群 太 * 满 足 肪 * 和 SUCn)， 则 态 *CUCn)。 所 以 根据 
引 理 7 ， 它 必定 是 一 个 Kihiler 流 形 。 待 别 是 ， 如 果 M 是 单 连通 黎 
曼 流 形 ， 并 且 它 的 和 乐 群 HCSUCn)， 则 MM 一 定 是 Kühler 流 形 。 
因此 在 下 面 的 讨论 中 不 妨 避免 一 些 无 关 紧 要 的 枝 节 ， 而 把 注意 力 
集中 在 Kihler 流 形 上 。 特 别 是 我 们 将 用 复 流 形 的 术语 。 这 方面 的 
初步 知识 可 参考 [GH INS SH § 6, 8 7 和 [KN II] 的 第 九 章 。 

首先 我 们 来 刻画 SUCn)。 对 于 C" 上 的 典范 Hermite 内 积 ， 我 
们 已 定义 了 UCn)。 现 在 命 
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PEZ AZASAzZ*MEAT'QCO, (55) 
其 中 CC")* 表 示 C* 的 对 侦 空 间 ，z! 是 C*" 上 的 坐标 函数 ， 因 而 被 看 
作 CC"*)* 中 的 元 素 。 熟知 若 ?:C"->C* 是 复线 性 自 同 构 ， 则 ?诱导 
出 线性 变换 ?:A?(C")* 一 A?(C")*， 使 得 对 于 任意 的 Pus] 6 
《C")*， 及 任意 的 X,,…,XpEC* 有 
(GU A ve AfP)) OG Xp) 
=P A AFP) GIOCO 97 09). 
《在 右边 我 们 用 ?-! 而 不 用 ?， 是 为 了 要 做 到 和 (38) 的 定 义 相 一 
致 .) 现 在 用 行列 式 的 基本 性 质 得 到 
OCF A S AP?) = (det 97) (PA AS*), (56) 
YfiE€E(C")*。 因 此 
.SU(n)={9EUCn) :9(9o) = dy). 

设 M 为 n 维 Kabler E, xe M, 其 和 乐 群 和 整体 和 乐 群 分 
BI HU H*. RA 

引 理 8 (a) HCSUGO) 4A WY Mfg Ricci WREST, 

(b) H*CSU(Cn) 当 上 且 仅 当 M 具 有 一 个 非 零 的 、 平 行 的 全 纯 n 
次 外 微分 式 。 

注 记 严格 来 说 ， 这 个 引 理 的 确切 叙述 方式 应 该 是 这 样 的 ; 
Mhh Kabler 度量 是 G， 其 实 部 9 三 ReG 就 是 一 个 黎 曼 度量 。 设 
HA H* 分 别 是 9 的 和 乐 群 和 整体 和 乐 群 。 则 (a) 的 意义 是 ，HCC 
SUM) SARS g 的 Ricci 曲率 恒 为 零 .(b) 的 意义 是 ,H*CSUCn) 
当 且 仅 当 在 M 上 存在 一 个 非 恒 等 于 零 的 全 纯 n 次 外 微分 式 B， 使 
fO XT 9 的 Levi-Civita 联络 是 平行 的 。 但 是 ， 一 般 都 采用 引 理 
8 本 身 这 种 比较 简略 的 方式 来 表达 ， 我 们 在 以 后 也 这 样 做 。 

引 理 8 的 证 明 设 M 的 Kihler E REG, g-ReG, XJ 
M 上 的 (由 局 部 坐标 系 所 定义 的 ) 复 结构 张 量 场 。 用 JOO Me 
Mz 赋 了 予 Mz 一 个 复 向 量 空间 的 结构 ( 见 (41))。 由 引 理 7， 引 理 6 
及 例 1 可知 ?J = jy， 其 中 ?是 任意 的 以 * 为 基点 的 闲 曲线 ， 所 以 
了 Ms~>Mz 是 复线 性 变换 。 EHI HEM, EH BRS 


107 


换 群 ， 和 乐 代数 5 的 元 素 也 是 M. 上 的 复线 性 变换 (参看 (1) 式 )。 
现在 用 这 个 观点 来 复述 Ambrose-Singer 的 和 乐 定理 。 设 X,Y 为 
《1,0) 型 向 量 场 ，R 为 曲率 张 量 。 由 对 Rxy = Rx =0， 所 以 只 需 
考虑 Rxy( 参 看 [HE] 第 287 页 引 理 2.1)。 若 Mz 表示 复 化 切 空间 
Mz 四 ,C 中 由 (1,0) 型 向 量 组 成 的 子 空间 ， 则 和 乐 定理 说 : 


 =span{S Rew Gis :X,Y € Me» 
《是 任意 的 从 * 出 发 的 曲线 } 。 (57) 


MÆR (a). HESU), WO SUM AERA sun) 
的 李子 代数 。 熟 知 5u《n) 的 元 素 是 迹 为 零 的 nx nx Hermite si. 
所 以 (57) 蕴 涵 

trace; Rew =0, VYVZ,WEMy, Vx€M. (58) 

(注意 :在 (58) 中 的 tracec 表 示 Rz5 作为 My 上 的 复线 性 变换 的 迹 。 
否则 ， 由 于 Rey 对 于 度量 9 是 反对 称 变换 ， 它 的 迹 自 然 是 零 .) 
另 一 方面 ， 由 于 CG 是 Kihler 度量 ， 所 以 9 的 Ricei 张 量 Rie — 
是 


Rie(Z,W) = -tracecRz5 « (59) 


( 见 [WU2] 的 (3.10) 及 (3.26)， 或 LKNI JAY 第 149 页 .) 由 此 可 
DL FE REA (1, 0) BZ, WARic(Z,W)=0, B Ric=0, 
反 过 来 ， 如 果 一 个 Kihiler 度量 满 Jg Ric=0, M58), (592 
Rew ESu(n)，Y 《1,0) 型 切 向 量 Z,W。 根 据 (57)， 立 即 得 到 0 性 
$u(n)， 所 以 HCSU(n)。 

现 证 (b) . 设 H*CSU(Cn) .由 (56) 得 知 在 Mz 上 有 Bz€ 人 "AM 使 
得 四 :对 于 H* 是 不 变 的 。 由 第 二 和 乐 原理 可 知 ， 在 M 上 存在 一 个 
平行 的 (n,0) 型 外 微分 式 @, 使 得 BCx) =$z. 由 (47) 及 第 一 章 中 的 
(19) 式 得 98 三 0， 所 以 @ 是 全 纯 的 。 反 过 来 ， 设 B 是 MM 上 一 个 非 
零 的 平行 金 纯 次 外 形式 ， 则 B(x) 是 在 H* 的 作用 下 不 变 的 ， 而 
HeG)€ A*M£,TEVREH*, deth- +1( 这 里 用 到 了 PA 
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(0. RABMH*CUM) GET), BIEAH*CSUGO., iE. 
现在 要 讨论 是 否 有 + 维 非 局 部 对 称 的 Kihler 流 形 使 其 和 乐 群 
WE SFSU). HHH: BMA Ric 一 0 的 局 部 对 称 空间 ， 则 
M 必 是 平坦 的 ， 即 M 的 曲率 张 量 必 恒 等 于 零 。 这 是 对 称 空间 的 一 
个 标准 结果 ， 见 LHE] 第 180 页 定理 4.2 或 LKNI] 第 256 页 定理 
8.6。 所 以 任何 有 态 = SU(n) 的 流 形 一 定 是 非 局 部 对 称 的 .于 
是 ， 只 要 知道 是 否 有 黎 曼 流 形 使 其 入 = SU(n)， 而 不 必 顾 虚 它 是 
否 局 部 对 称 。 现 在 先 考虑 非 紧 完备 的 Kihler 流 形 。 在 1970 年 ， 
Calabi 用 直接 计算 的 方法 找 出 一 些 非 紧 完备 、 且 满足 =SU(n)》 
的 Kühler 流 形 ， 但 是 没有 发 表 。 这 种 计 算 是 很 不 平凡 的 。 后 来 
Calabi 在 [CAL] 中 给 出 了 nm = 2 的 这 种 例子 。([CAL] 的 例子 是 满足 
及 =Sp(n) 的 ， 但 是 由 下 面 (NY) 的 讨论 可 知 SP(1) = SU(2)， 所 以 
上 面 的 说 法 成 立 .》 若 要 求 M 是 紧 的 ， 则 只 能 靠 丘 成 桐 的 Calabi 猜 
想 的 解 (CYJ]) 证 明 这 种 例子 的 存在 。 事 实 上 ，Calabi 作 出 他 的 有 
名 的 猜想 的 最 主要 理由 之 一 ， 就 是 要 找 紧 的 、 单 连通 的 、 且 有 
HCSU(n) 的 流 形 。 在 这 里 我 们 可 以 略 微 解释 一 下 ， 为 什么 在 复 
MEP a CNDA, MAM + 2) 次 的 ( 复 ) 超 曲面 $ 都 是 具 
有 HCSU(Cn) 的 Kihler 度 量 的 。 由 于 S 的 第 一 陈 类 c1(S) 一 定 等 于 
零 (LHI]， 第 159), Calabi-Yau zz ER [CY D E] S 一 定 具 有 一 个 
Ric=0 的 Kühler 度量 。 现 在 要 证 明 ， 对 于 这 个 Kühler 度量 必 有 
及 =SU(n) .由 引 理 8(a) 知 万 CSU(Ca)。 倘 车 HESUM), MUAF 
致 一 个 矛盾 。 先 指出 ， 当 n 宇 2 时 5 一 定 是 单 连通 的 。 这 是 Lef- 
schetz 的 超 平面 定理 (LMI] 的 37, -加 上 [GHJ 第 159 页 ) 的 平凡 推 
iE. 现在 要 证 明 S 一 定 是 不 可 约 的 。 如 果 可 约 ， 则 S 一 定 等 距 于 
两 个 紧 Kihler 流 形 M1、M: 的 积 Mi x Ms(de Rham 分 解 定理 , 见 附 
录 ， 或 [KN 了 II] 第 172 页 )。 如 果 n = 2， 则 Mi; M: BERKLA Hi 
To HAEE tT A M =M=% Z R H PC. 所 以 c1(S)= 
eM) * e (O49) =20,(P:1C) #0, SFE. dm n23, HI Lefschetz 
的 超 平面 定理 蕴涵 5.(S) = bPa. Cl, Hb, 表示 第 2 个 
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Betti 数 。 但 是 b,(S) = bM X Mz) = 加 (MD * OM02251, K 
中 的 不 等 式 用 到 任何 紧 致 Kahler He E4535, 1893 Sc. MAR 
得 矛盾 。 结 论 是 : SBA. (eR Be E t H= H*, 
BREL STRADE HORRIZS. du HSESUCO, Wii Berger 分 


n 


EMAAR, HHA RASA), 97) Sco. 
Spin(9)，Spin(7) 和 G: 之 一 。 在 下 面 (Y ) 至 (出 ) 的 讨论 中 会 知道 
sers 2) aA are je suom F f. HALL H=Se( 5). 但 在 
CIV ) 中 我 们 会 看 到 ，(i) Yn=2ht, Spc = SUGD, BE 以 不 可 


n 


RAH =Sp(LESU@. GD 另 一 方面 ， 当 ">3 时 ,有 = sp 了) 


涵 蕴 着 b.(S) 宇 3， 这 又 与 前 面 所 指出 的 5,(S) = 1046 Ssh HUP 
盾 。 唯 一 的 可 能 性 是 S 的 (对 应 于 Ricci 曲 率 为 零 的 Kahler 度 量 的 》 
和 乐 群 就 是 SUMER. 

在 LBEA1],[BEA2] 中 ， 读 者 可 以 看 到 从 代数 几何 的 观点 对 
FREH = SU(n) 的 紧 Kühler 流 形 所 作 的 一 些 讨论 。 其 中 的 一 个 
结论 是 所 有 这 种 流 形 都 是 代数 波形。 另外 ， 读 者 应 该 知道 在 最 近 
物理 学 的 超 弦 理论 (Superstring) 中 特别 需要 复 三 维和 满足 HC 
SU(3) 的 紧 Kihler 流 形 。 在 这 方面 ， 丘 成 桐 和 田 刚 具体 地 构造 了 
一 些 新 例子 ， 可 参阅 综合 报告 LHU]。 

CV) Sp(m) 辛 群 在 (I) 的 讨论 中 我 们 已 经 见 到 ， 如 果 和 将 
Cn 和 Raz" 等 同 ， 则 可 以 通过 C" 上 的 Hermite 内 积 在 S0(2m) 内 定义 
一 个 子 群 ， 即 西 群 ( 见 (37))。 现在 用 同样 的 方 法 在 SU(2n) 内 定 
义 一 个 子 群 ， 即 辛 群 Sp(n)。 大 意 如 下 : 命 如 为 四 元 数 体 . 五 可 
以 与 C? 等 同 起 来 ， 看 作 二 维 复 向 量 空间 。 因 此 H^ RIA SS C^" 
同 。 在 H^ 上 可 以 引进 四 元 数 内 积 ， 使 得 这 个 四 元 数 内 积 与 C*" 
中 的 一 个 Hermite 内 积 相对 应 ， 它 们 之 间 的 关系 相当 于 C" 中 的 
Hermite 内 积 与 相应 的 R*" 中 的 内 积 之 间 的 关系 。 如 果 我 们 将 ( I” 
EEH, MHE C 分 别 取代 C 及 R， 用 四 元 数 内 积 取 代 Her- 


. H0 


mite 内 积 ， 就 得 到 子 群 Sp(mDCSU(2nz)。 事 实 上 ，( 开 ) 的 阐述 方 
法 是 故意 使 得 这 种 推广 自动 成 立 的 。 如 果 必 要 的 话 ， 读 者 可 以 参 
看 [CV] 中 的 第 16 一 24 页 来 填补 下 面 讨论 的 不 足 之 处 。 

由 于 Sp(n)CUC2n)， 所 以 如 果 M 是 一 个 满足 H*CSpCOORJ 
HERG, WM— 3 JE Kühler jg 形 ( 引 理 7)。 这 样 的 M 称 为 超 
Kahler 流 形 。 这 个 起 字 的 意义 在 下 面 将 有 解释 。 

现在 给 出 Sp(m) 的 精确 定义 。 首 先 复习 四 元 数 体 妃 的 最 基本 
的 性 质 。 若 9E 已 ， 则 9=qo+gi+qi+qsk， 其 中 0ER，Vb 而 
且 


PIj-ki-c-1, 


ij=k, jk-i, ki=j, 


若 p,q 是 召 内 的 任意 两 个 元 素 ， 则 利用 上 列 公式 及 分 配 律 、 结 合 
律 等 运算 法 则 可 以 算出 pq 及 p +9，9 的 共 轰 四 元 数 ? 是 
Q-4,- Gi * JJ task), - 
注意 : 
p49=9p. 
又 定义 4 的 范 数 14| 是 


3 
lel (2e) =p. 
i-o 


由 此 得 知 ， 若 as50, Wa 必 存 在 ， 并 且 =l EHR 
有 一 个 子 体 v 04:954 € R). JF HE SL 然 是 一 个 与 C 同 构 
的 域 。 为 方便 起 见 ， 我 们 就 把 这 个 子 体 看 作 C. HIE, HER 
域 C 上 的 左 向 量 空间 ， 即 有 左 C- 数 乘法 

CX H—H:Q,9) ug, 
FAURE, AKER A RAE. RNS 
然 也 可 以 把 A 看 成 域 C 上 的 右 向 量 空间 ， 但 是 两 者 只 有 形式 上 
的 差异 。 为 了 习惯 上 的 缘故 ， 在 这 里 采用 去 的 约定 。 由 于 每 一 个 
四 元 数 4 可 以 写成 

4= (49 * dii) + (05 + 403, (60) 
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因此 ， 映 射 (u,v) >a+ 地 就 把 C: 与 五 等 同 起 来 了 。 

现在 考虑 H'-Hx-exHOUO. SA, HERA Ef" 
维 左 向 量 空间 〈 一 个 体 上 的 向 量 空间 的 理论 与 域 上 的 向 量 空间 理 
论 ， 在 形式 上 大 同 小 异 )。 在 H*" 上 引进 四 元 数 内 积 Go， 使 得 YP 
= (Pi Pa) EH”, VQ=(Qs Qn) EH", 


Go(P,O) = > PQ EH., 


这 个 Go 满足 普通 的 Hermite 内 积 所 具有 的 性 质 ， 只 是 在 涉及 自 变 
量 的 数 乘积 时 要 比较 小 心 。 比 如 对 于 H 的 双 线 性 性 RH: Va 
EH, VP,0€ H^, 有 

GolqP,Q) =4G (P,Q), 

G,CP,40) 2 GCOP,0)2. 
LO =G.(0,0). BA IO| € R, lOl>0, MANO] = 0 当 且 
仅 当 Q=0。 另 一 方面 ，H* 是 域 C 上 的 2n 维 左 向量 空间 ,这 
样 ，H" 与 C*"* 有 如 下 的 典范 认同 ; 设 P= (Pies Pad CH", 将 
每 个 P。 用 (60) 的 办 法 写成 


Pa =u, tus uj (Uosunto EC), 


”并 定义 忆 = Quy, EC, MEA PP 显然 是 从 H" 到 


C*" 的 复 向 量 空间 的 同 构 。 若 把 CIUS Hermite 内 积 写成 《，) M 


显然 有 
IlPl*=(P’,P’), (61) 


所 以 在 (61) HELF, HI PP RREA H'A C*" 的 一 个 
等 距 认 同 。 通 过 初等 的 计算 , 可 得 如 下 的 恒等式 VY P,QE H"， 
jg P’ = Qu, Unn) € C^, Q’ = Qi.) EC, WI 


CP, O) = (P,Q +È D) nota = tatana) fie 
anl 


Hift 2', ez 35 C EBS AS ERG, M zi Ech” Gl CI" 的 对 
偶 空间 )。 车 定义 C** 上 的 复 双 线性 型 BE ACHA 
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p=- Dz" Az", (62) 
则 前 式 可 以 写成 
G (P,Q) = (7,07) + 607,07). (63) 
现在 可 以 定 X ERE Spa). tf: H"H EiT H A 
线性 的 变换 ， 则 Sp(n) 定义 为 所 有 使 得 If(Q)1=18l, VEH" 
的 这 种 变换 /的 集合 。 可 以 证 明 ,,fESp(Cn) SERS 
GCP), f(Q) =GoCP,0)， VP,0€cH*, 
显然 Sp(n) 是 一 个 群 。 每 个 ESp(n) 诱导 出 一 个 对 于 C 是 线性 
的 变换 iC, ER ON =[f(Q)]’，YQEH"。 由 初 
等 的 推导 可 知 ff 是 从 Sp) 到 GLO, C) 的 群 的 单 同 态 (其 
中 GL(2n,C) 是 C* 上 的 所 有 复 自 同 构 的 群 )。 由 C63》 得 到 : 车 
{EH LUE HBR SK, WES) 当 且 仅 当下 面 两 
个 条 件 成 立 : 
(Q'(OQqUu'qQ»)»-0,0»5,  vP',Q'ec, (64) 
Bf P'S = G(P’,Q"), | vP',Q'eco, 
(65) 
条 件 (64) 说 明 f € U (2r) .所 以 事实 上 fef EMA Spr) I UC2n) 
的 群 的 单 同 态 。(65) 式 等 价 于 (fj/)*@G =@。 若 复线 性 映射 WE 
(65), 则 称 7 “是 保持 中 不 变 的 。 命 SpCD = (^ :f€SpQn). Br 
以 Sp(n)’CU(2n)。 现 在 断言 : 
Spm’={FEUC2n):F*G 24), (66) 
由 (64) 和 (65) 可 知 SP(n) “是 上 式 右边 的 子 集 。 现 在 假定 Fe 
U(2n) ,并 且 下 是 保持 多 不 变 的 ， 需要 证 明 存在 fE Sp(?) ， 使 得 
fl =F, 定义 映射 /:H"->H", ERLO] =F), VOeH", 
显然 对 于 C 是 线性 的 。 现 在 要 验证 ITF WE PERS, RI 
f«Q) =qfQ), V«€ H, VOCH”. 为 此 只 要 证 明 对 于 任意 的 
PEH" GQ) -9f(Q),P) =O 就 够 了 。 前 面 所 定义 的 f 显 
然 是 从 有 "到 它 自身 的 一 一 对 应 ， 命 =f"'(P)， 故 有 
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Golf (0) - af (Q), P) 

=G,(f(4Q),f(P)) - 4640(0, fO). 
Hi (630 将 右边 的 两 项 展开 ， 然 后 用 严 是 保持 @ 不 变 的 条 件 得 到 

Golf CQ) - af (Q), P) 

=G,(4Q, P) - 4G (Q, P) =0. 
PRA fF H 也 是 线性 的 。 由 了 的 定义 得 Fe Sp(n)， 并 且 f= 
F. IK (GO) 3. 
现在 证 明 ， 设 F:CUCURIEXIUM IER. RU 

FRR OT, YA det F=1, (67) 
fr DE=DAwm ADK UO, I F*e^-d^. BUF RES HE A 
M p" = (det F)p"。 但 是 由 (62) 得 到 


ninsi) 


$*"-(-D ? enz! Ae Az!^z0, 
所 以 det F=1, (67) 得 证 。 如 果 我 们 tSp) fe Sp(n) “认同 , 则 
由 (66) 和 (67) 得 到 

Sp ={FEU(2p): 下 保持 中 不 变 } 

={FESU(2n) :已 保持 中 不 变 }。 (68) 

这 样 就 把 Spn) 刻画 成 SU (2n) 的 子 群 了 。 由 于 SU (2n) 是 紧 的 ， 
而 且 (68) 说 明 Sp(n) 是 SU(2n) 的 闭 子 集 ， 所 以 Sp《n) 是 SU (2n) 
的 紧 致 李子 群 。 不 难 证 明 Sp(n) 是 连通 的 ([CV],p.36) 和 单 连通 
的 ([CV],p.60),Sp(n) 的 维 数 是 2n? + n( CV], p.23). 

对 于 C'" 的 典范 基底 ，Sp(n) ,SU(2n) 及 Un) 都 可 以 看 作 
EMER. dn FE Sp(n)， 我 们 亦 用 同样 的 记号 下 表示 它 所 对 应 
的 2n x 2n 复 矩阵 。 显 然 ， 对 于 CORRIER {E sE) D 的 
FERED CE pre hici ente A ` 


0 -is 
reu v] 
( 见 (62))， 其 中 1n 是 nxn 单 位 矩阵 ， 所 以 F*@ = 四 就 等 价 于 
F'JF 7 。 于 是 (68) 可 以 表达 为 
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Sp(n) - (FE Un) :F!F = J} 
={FESU(2n):F'JF=]}. (69) 
0 -HH fa ^ 
mx, nein, J-[] Cu] 车 F =[。 4] 是 任意 -个 
2x 3 复 矩 阵 ， 则 易 见 


FHP- 0 - detF 
i Re |; 


0 


pu. F!JF-2|?4 B. X P4 detF - 1, di (69) 立即 得 到 Sp(1)= 
U(2) 。 这 就 是 在 ( 亚 ) 中 多 次 提 到 过 的 事实 。 
根据 (68) 及 引 理 8， 任 何 有 玉 * 忆 Sp(m) 的 黎 曼 流 形 一 定 是 一 
个 满足 Ric=0 的 2n He Kahler 流 形 。 现 在 可 以 解释 为 什么 称 满足 
H*CSp(n) 的 黎 曼 流 形 为 超 Kabler 流 形 。 记 号 如 前 ， 设 xeM, 
又 设 H*cSp(n), HRS H'AR, WEL, H*cSpOn) 的 
精确 意义 是 ， 有 等 距 变 换 oM: —>H", E PHYS). W 
在 指出 在 ALA ERS AME Sp(n) 不 变 的 复 结构 FF， 每 个 
在 M 上 诱导 一 个 可 积 的 玛 复 结构 , 间 时 M 也 具有 一 个 Hermite 
度量 G， 使 G 对 于 每 个 这 样 的 都 是 一 个 Kühler 度量 。 于 是 从 
H*CSp(n) 的 假设 出 发 ， 我 们 可 以 推出 流 形 M 从 无 限 多 个 角度 看 
来 都 是 一 个 Kühler 流 形 。 这 就 是 为 什么 称 这 种 流 形 为 起 Kabler 
流 形 。. 的 精确 定义 如 下 ， 先 在 H" 上 定义 三 个 不 同 的 复 结构 
F's F’ F° AM FER OC H" 有 
F'O iQ, Qj, JO =k, 
BA, VH=1,2.3, SRZ H* LMR, MEC? 
=-1, MAF KER WLR. CF: #=1,2,3}) 有 些 
明显 的 性 质 。 KES = utut, VAY, HV a 1,253, 
同时 四 元 数 内 积 Ge 对 于 每 个 .F “ 都 是 不 变 的 〈 即 : GC P^ (OD, 
J'QD2GQ,O, VOEH"), AD H" 上 的 Hermite 内 积 (,) 
对 于 每 个 .P* 也 是 不 变 的 〈 见 (63))。 由 于 Spon 的 每 个 元 素 对 
FH EH LAHURE RRHH, MENS EE OZ 
115 


作用 的 ， 所 以 hz*= ph, VRESp(n), 即 每 个 Fz* 对 于 Sp) 
是 不 变 的 《〈 见 例 1 的 (39))。 现 在 对 于 任意 的 (4,5,c) € S* (这 是 
Rs 中 的 单位 球面 )， 定 义 一 个 映照 了: H"H", EA 

S FaF thy tes, 
由 于 a2+b?+c?=1, 上 面 所 说 过 的 关于 { Jf“} 的 基本 性 质 蕴涵 着 ， 
每 个 这 样 的 是 对 于 Sp) 不 变 的 复 结构 ， 而 且 四 元 数 内 积 Go 
对 于 是 不 变 的。 所 以 由 第 二 和 乐 原理 以 及 引 理 ?7 中 (a) 
之 (b) 的 证 明 得 知 , 每 个 Ff 在 M 上 诱导 一 个 可 积 的 歼 复 结构 J, 
而 且 (，) 在 Ms 上 也 诱导 出 一 个 M 的 Hermite 度量 G， 使 得 C 
对 于 每 个 都 是 一 个 Kibhler 度量 。 这 就 是 说 M 具 有 SX 么 多 个 
Kühler 流 形 的 结构 ， 由 此 证 明了 上 面 的 断言 。 

用 (68) 或 (69)， 我 们 可 以 得 到 与 引 理 7 相对 应 的 、 刻 画 所 有 
满足 A*CSp(n) 的 黎 曼 流 形 的 一 个 定理 。 先 引进 定义 ， 设 M 是 
2n 维 复 流 形 ， 是 一 个 (2,0) 型 的 2 次 外 形式 场 。 如 果 v"GO 
关 0, 则 称 w 为 在 点 * R3EIBAERS. BY 在 每 一 点 都 是 非 退 化 的 ， 
则 称 丈 为 非 退 化 的 。 一 个 等 价 的 说 法 是 ， 设 {u 和 un)} 是 Mz 对 
于 C 的 一 个 基底 ， 把 矩阵 LACUS RA vstT, 
,Uan} 的 矩阵 ， 则 有 在 * 是 非 退 化 的 ， 当 且 仅 当 对 应 于 MiB 
任意 一 个 复 基底 ，yw 的 矩阵 是 非 奇异 的 。 

引 理 9 设 M 是 一 个 2n fit Kühler HY, MERE fk 和 乐 群 
H* 满 足 H*CSp(n)， 当 且 仅 当 在 M 上 存在 一 个 非 退 化 的 平行 的 

《2,0) 型 二 次 外 形式 场 。 

证 明 设 H*CSpCn)。 根 据 (68)， 则 在 RS CURA 
等 距 7618 0: M, C'n(x€ M), ER G(H*) cC(FEUQmnm:F*9 
-0), HP o 的 定义 是 (62), PELE Ph) = oho, MEXX 
V.C AME, [kf V.- 9*5. Mr MEy Kühler 度量 为 C, 则 H*c 
Sp(n) SHARH A*G, =G,, B h*v.-v., vhe H*, C40) 
可 以 知道 ， 若 再 *CSp(n)， 则 至 = 对 于 总 * 是 不 变 的 ， 于 是 根据 第 
二 和 乐 原理 在 M 上 有 一 个 平行 二 次 外 形式 场 ,使 得 (x) = ys， 
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BRV ORE O,0)889,3F B. VO. 所 以 更 就 是 所 要 找 的 非 退 化 、 
平行 的 (2,0) 型 二 次 外 形式 场 . 

反 过 来 , 设 2n ££ Kahler 流 形 M 具有 一 个 非 退 化 的 平行 (2， 
0) 型 二 次 外 形式 场 V. 要 证 明 H" CSp G0 (这 个 断言 在 [BEA1] 第 
758 页 ,[BES2] 第 284 页 及 第 399 页 中 一 再 出 现 , 但 在 文献 中 似乎 
从 来 没有 人 给 出 证 明 , 使 人 不 胜 惊讶 ). 它 的 证 明 主要 是 找 出 一 个 
反对 称 复 矩 阵 对 于 单位 正 交 基 的 标准 型 ( 见 下 面 的 断言 A). 证 明 
的 步骤 如 下 : 

HA 若 4 是 一 个 2nx2n 的 反对 称 复 矩阵 ( 即 4'= 一 A)， 
QUA BRS UU, 使 得 
bJ, 0 
U'AU — Pals 
0 bid 1, 

( 右 端的 矩阵 记 作 K) EP GER, b20, Vis bib V itj t 
个 J 是 如 下 的 2n/X 2n; 矩阵: 


0 —1 
1 0 0 
0 —4 
J; = 1 0 , 
0 0 —1 
1 0 
FFA n= 十 … 十 nz.. 


(用 同样 的 方法 可 以 证 明 : 若 4 是 一 个 对 称 的 复 矩 阵 , 则 有 西 
矩阵 上 U 使 得 U'AU 为 对 角 和 矩阵 . ) 
断言 A 的 证 明 EXB—AA,GAB-—B.WHUBSE 
Hermite JE PF. 同时 B 是 半 负 定 的 ,因为 车 将 CHEK SRA 
RE v= [vva] V vEC”, 则 可 将 B 看 成 从 C” 到 C” 的 线性 
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Bi, vo Dv, BEES RERBA. ik, C* Lis AE Hermite 
内 积 变 成 (u,v) c ufo, Hp 9 o9, Dn] BIA, AtS- A 
蕴涵 着 (Bv,v) = - (Av, Av) <0. FR BH 负 定性 得 证 。 由 初 
等 的 对 角 化 定理 得 知 ，C2?” 有 正 交 分 解 

C^ =V, ODV: 
WV LV;, Viti; dimV,-t,, t+. +t, =2n; MA BOV D 
CV,, Vi, UR 

Biy 7 - 3I, (1 是 Yi 上 的 恒 同 映射 )， 
b ER, b,z0, b,zb,, ViFi. 

特别 要 指出 : SM vcC?, Wi Vi=1,,L, 


Bu = -biv 当 且 仅 当 vEVi。 (0) 
REEMA: Mg i-is, 
#veV,, RAVEV,, (71) 


理由 是 BCA0) = ACB) = -好 (20)， 所 以 了 5 是 日 的 对 应 于 
( -54) TERE, COMA ZEV,。 现 在 重复 使 用 (71) 
TEV 中 找到 一 个 所 需 的 单位 正 交 基 。 先 设 忆 >0。 取 任意 的 单 
fiie eV, dre LAS. BILBO OUR RE MOID 得 
ezEVi。 同 时 ，4+ = -ARMA Coe = — ere), lI es 上 el。 
这 就 是 说 ，{eiyes} 是 Vi 中 的 单位 正 交 向 量 组 ， 而 且 
Ae, =b,2,, 
PNE —b8。 

其 次 取 Span{e1,6s} 在 Vi 内 的 正 交 补 V1。 在 V4 内 又 取 任 意 的 单 
位 向 量 mEY4， 然 后 照样 定义 。1= 玄 354， 则 6 也 是 单位 向 量 ， 
现在 断言 edE V1。 这 是 因为 (61,6s) = (rs) =0， 用 A!= - 4 及 
简单 的 运算 便 得 到 

Cei, 48) = — bi(e2,63) 70, 

(65, A89) =b (61,45) =0, 
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PRUL e, LSpan(e;, e), Be, V5. 显然 (656659955) Vif d 


位 正 交 向 量 组 ， 而 且 
Ae, =b,8,, 


Ae,= -b,8,, 
Ae, = 5,8, 
Ae,= — 8s, 


“ 用 归纳 法 可 知 , 在 V 中 有 一 个 单位 正 ZER gi-(65 758m); 


使 得 Va=1,3,5,…,2m 一 1 有 
Ph zb, 
Atasi = — 5:80. 
这 个 事实 同时 蕴涵 dim V, = 2m C72), MEB U2" x 20 
PELE ereenn] CANE fo 3 a 列 是 8 ,的 第 “个 元 素 )， 则 
AU,-&U,, (72) 
其 中 PRAT A PATE LAY On, x 2n BE. dm 5,70, WV, 
内 任意 的 单位 正 交 基 底 8 ,都 会 满足 (72)。 所 以 (72) 在 一 般 情形 
下 都 成 立 。 
现在 用 同样 的 方法 去 处 理 V，,…,Vi。 故 对 每 一 个 i 我 们 都 
有 一 个 2nx on SME U:， 使 其 列 向 量 组 成 V ;内 的 一 个 单位 正 交 
基底 多 :， 而 且 对 应 (72) 的 等 式 也 成 立 ， 即 ， 
AU, =b;0i]is 


特别 是 ti = 2n, = dim Vi。 命 以 为 所 有 的 Ui…;Uz 合 并 而 成 的 
2nx2n FARE, All 
U 2 [U,U,-U,], 

则 有 AU=DK， 其 中 就 是 断言 A 所 定义 的 和 矩阵， 由 于 V 1- 上 
Vj, Visti, BIELU f FUIS] BAL CHA fir EXER? C Fa 
Ugz,U--UgjD. IE, UAEM, BIUEU'AU - K. 断言 
Air. . 

BEB ky Ac™LH-THMAH. KIRKEN, WU 
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Ci 有 正 交 分 解 
C =V ODV, 

HPV LV,, Vizi, 每 个 Vt 有 单位 正 交 基底 8 ;:， 使 得 

G) POV, V) =0, Vitis 

Gi) 在 Vt 上 对 于 2 ;的 矩阵 是 bi 《J ELAR A), 
HH 5,20, 

Gii) b,seb,, Visi. 

WE B 的 证 明 tAE VOCE OC?" ADR $E 基底 (61,088) 
的 矩阵 ， 则 4 是 反对 RM. ABTA A, A ER U = {ud HE 
U'AU = K CK 的 定义 见 断言 A) REL C”* 内 的 另 一 个 单位 正 交 


基底 g 二 {61,…,eon}, HH e, = DS) ule, My MF x WPM 
j 


是 无 。 现 命 Ki Ki dui 2n x 2n 方 阵 ， 
b, 0 


0 by, 
fr V,=ker(K-K,) GE KK, RC” EHRE BH), MG 
— Gil) 立刻 可 以 从 断言 A 推出 。 断 言 B 证 毕 。 
BEC 假设 及 记号 如 断言 B。 若 hE UC2n) ,而 且 h* =r, 
RA DCV, Visle, L. 
EC 的 证 明 记号 如 断言 B， 命 8 一 8 UULA 
的 一 个 单位 正 交 基底 , 且 对 于 8 的 矩阵 为 K。 所 以 等 式 ty = 
等 价 于 htKh=K， 即 
Kh-hK, 


HBTKAESUBEE, RA 
KR=hK, 


从 这 两 个 矩阵 恒等式 得 到 AK? = ICA, (BI 
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- bil, 
Jh 1E 2n, x 2n, h fir ERE, 2n, odimV,, i=l, L. Bi 
DLV, m ker(K? 01D, dh I Æ 2nx2n 单位 矩阵 ;由 等 式 hK? 
-2KU4. Vi, Vo,EV,, 
CK?  b31) (h(v,)) = hQC +631) Q0) 70, 

Bk hw) € ker(? +b} =V,, AV OCV. 断言 C 证 毕 。 

HERD ”假设 及 记号 如 断言 B 。 设 多 是 一 个 非 退 化 的 二 次 
XU, VEZE UQun) 的 一 个 子 群 ， 使 得 h*y =y, Vheor. Mi 
有 C2 的 一 个 单位 正 交 基 底 8 二 {61,…,62n} 以 及 一 个 复 双 线性 、 
反对 称 的 二 次 型 wo， 使 得 wo 对 于 8 的 矩阵 为 


Ji 0 
Jo= Ks 
0 Ji 


Gag E AD, THAW =%, VREER. 

Wp D 的 证 明 断言 B 保 证 C™ 有 单位 正 交 基底 8 = 8 ,U 
U ZAER v xETP E HS RE K, RBM C, AV OCV,, 
Vheor, SPV BHM FT OJ frag. HRA vv, 
所 以 和 (lv,) 2 vly,, Vi=l esL. AEE Yo EA PÈ 
一 个 二 次 型 ， 它 对 于 8 的 矩阵 为 J( 见 (73))。 所 以 对 于 每 个 固定 
it i, A viv, =b, Polv;> 于 是 YAhiE 和 有 

by h* Poly) - h* CO Yoly, ) 
zh*Q|y 7 V|v, =bi Qul v D. 


但 已 知 交 是 非 退 化 的 ， 所 以 1 关 0。 ER E &* CI] v D 7. Polvy> 
即 在 每 个 Vt 上 有 h*Vo =Yo，Y hE 儿 。 断 言 D 证 毕 。 


(73) 
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现在 可 以 证 明 引 理 9 的 另外 一 半 。 设 多 是 2n Se Kühler 流 形 
M 上 的 一 个 平行 的 、 非 退化 的 (2,0) 型 二 次 外 形式 场 。 固定 xE 
M, fih 9;:M.—C'"Jé E XX B) HE Ex PESE FB IR HH. X dp — 
(910 *(0 G0) ae = DH, EP H* 为 M 的 整体 和 乐 群 ,Yi (0 
-9,09;!, VNE H*. AR, EC” 上 复 双 线性 、 反 对 称 的 二 次 型 ， 
FRAT Y 是非 退化 的 ， 所 以 # 也 是 非 退 化 的 。 此 外， 多 是 
UC2n) 的 子 群 (BIER 7). 由 于 至 是 平行 的 形式 ， 故 9# 到 (xz) = 
V(x»),Vn€H*, Bi] h*y-y, vhe ar. AAD Tae C 上 
有 单位 正 交 基 底 8 = {61,…,ezn} 以 及 一 个 复 双 线性 、 反 对 称 二 次 
型 yo， 使 得 % MF FRA Jo MAA =, View. A 
TOES LESS BRUM 9,: 019 c, H8 

P2026 -1) 285; 
(Cra) 763,4, Ya=1,2,°,n, 

Keh (61, 0 Ean HE C** 的 典范 基底 。 用 (62) 的 记号 ， 显 然 有 
PID =Po, MIRE ML P =P ° P: Mz >C, MOCH*)C{hEU(2n) 
:h*g = 9}, 其 中 9 是 由 9 诱导 的 同 构 .由 (68) 得 呵 *CSp(n) .证 毕 。 

最 后 讨论 是 否 有 超 Kühler 流 形 M 使 五 =Sp(n) 。 由 ( 亚 ) 内 的 
讨论 可 知 〈 见 引 理 8 的 证 明之 后 的 段落 ), 任 何 超 Kabler 流 形 都 
不 可 能 是 局 部 对 称 的 。 在 [CAL] 中 , Calabi 给 出 一 个 构造 方法 , 产 
生 一 族 满 足 互 =SpP(m) 的 完备 、 非 紧 超 Kihler 流 形 。 比 方 说 ， 
Calabi 证 明 复 投影 空间 PnC 的 余 切 丛 T*PnC 具有 这 种 超 Kabler 
度量 。 最 近 [HKLP] 给 出 一 个 不 同 的 构造 方法 。 他 们 的 例子 都 是 
齐 性 、 非 紧 的 .对 应 的 紧 致 情形 则 有 一 个 比较 复杂 和 有 趣 的 历史 ， 
首先 ,用 一 句 话说 清楚 就 是 ， 用 丘成桐 的 Calabi fe 想 的 解 (LCY])， 
现在 已 知 有 紧 致 的 满足 H = Sp(n) 的 超 Kabler 流 形 。 但 在 1978 
年 ，F Bogomolov 发 表 一 篇 文 章 [BO0G]， 认 为 Vn22, X X. 
H = Sp(n) iig Kabler 流 形 是 不 可 能 存在 的 (Sp《1) = SU(2) ,所 以 
是 例外 )。 四 年 后 ，Fujiki 作 了 一 个 突破 。 他 构造 出 一 个 互 = 
Sp(2) 的 复 四 维 紧 致 超 Kühler 流 形 (L[F])。 通 过 这 个 例子 ， 人们 
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才 知 道 [LBOG] 是 有 错 的 。 接 着 ，Beauville 对 于 任意 的 ”构造 了 
妃 =Sp(n) 的 紧 致 超 Kihler 流 形 〈 见 [BEA 1 ]。 在 [8ES2] 的 第 
284 页 只 提 到 Beauville 的 工作 而 忽略 了 Fujiki 的 贡献 ,这 是 不 公 
正和 的 )。 当 然 Fujiki 和 Beauville 都 要 用 Calabi-Yau 定理 ([Y]) . 
他 们 的 构造 方法 相当 复杂 , 因此 引起 一 种 错觉 ,以 为 有 H = Spcn) 
的 超 Kabler 流 形 都 是 罕有 的 和 奇特 的 , 但 最 近 A.J.Smith 
《[SM]J],§ 5.6) 找 到 一 个 非常 自然 的 满足 H = Sp(2) 的 紧 复 四 维 流 
形 。 猜 想 对 于 任意 的 n 也 会 陆续 找到 比较 自然 的 满足 H=Sp(n) 
的 紧 致 的 例子 。Smith 的 流 形 Mo 是 这 样 定义 的 : 在 PsC 内 取 一 
个 三 次 超 曲 面 $0， 则 Mo 是 Se 上 所 有 的 直线 P.C 的 集合 。 

由 引 理 9 得 知 ,任意 的 超 Kaihler 流 形 M 一 定 有 一 个 非 退 化 的 
平行 的 (2,0? 型 的 二 次 外 形式 场 ， 命 为 区 。 根 据 第 一 章 的 (19) 式 ， 
多 是 调和 形式 。 由 于 PavAs AvCp 个 到 的 外 积 ) 也 是 平行 
的 ， 所 以 多 ? 也 是 调和 形式 。 用 Hodge 理论 的 记号 ， 如 果 M 是 紧 
致 的 超 Kabler 流 形 , 则 Hodge 数 hP? (M) >1, YP 之 1. 另 一 方面 ， 
An C MAY Kabler 度量 ，g = ReG, 则 以 下 每 个 (1,1) 型 的 二 次 
外 形式 场 参阅 (49)) 都 是 平行 的 ， 

o (X,Y=G(X, J'Y), 
oX, Y)=9(X, JY), (74) 
wa(X,Y)=g(X, PY), 
其 中 X,Y ÈM EBRE t, SP E115 页 对 于 超 
Kabler 流 形 的 解释 。 所 以 每 个 wo 都 是 调和 形式 。 同 理 ， 每 个 
o? Aot Aoí 也 是 调和 的 (2p + 24 + 2r) 次 外 形式 场 .所 以 ht OD 
s+2 s+2 
>( V) vsi (一 共有 (。 ) 个 不 同 的 形式 of 入 o3 和 人 
oj 使 得 p+49+r=s)。 由 此 可 见 ， 一 个 紧 致 超 Kibhler 流 形 的 上 
同调 群 H*CM,C) 一 定 是 相当 大 的 。 这 方面 的 情形 可 以 参考 
[wa]. 
CV) Spena) eSP 我 们 首先 定义 群 同 态 0:SpQ x SPOD 
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--S0 (4n), REELS SPO 为 这 个 群 同 态 0 在 SO CA 内 
Hkg, SpC(n) « Sp(1)=P(Sp() xSpQDD. G,A) ESPO 
xSp(D,PC H*, Mex 
50,2 Q0) 2 ASCP). 
注意 ， 在 前 面 的 (N) 中 已 约定 ， 将 H" 看 成 对 于 体 H 的 左 向 E 
空间 。 由 于 Sp (DCH( 事 实 上 ,Sp(D 是 H Pa 四 元 数 范 数 为 1 的 
元 素 的 集合 ) ,所 以 上 面 的 积 AF (D 有 意义 。 易 验证 2(f,4) 对 于 
四 元 数 内 积 G。 是 一 个 等 距 映 射 ， 所 以 是 ROH 上 的 实 线 性 等 
距 变 换 , 故 有 pf, 2 EO(4rmD 。 现 在 指出 ,事实 上 2 的 映像 包含 在 
S0C4n) 之 内 。 如 果 我 们 用 Sp 《mn) 是 连通 李 群 的 事实 ， 则 这 个 证 明 
是 平凡 的 。 否 则 可 以 如 下 进行 证 明 :， 用 (74) 的 记号 ， 命 
Q =w, NO +0, NU + Og N Uss 

则 由 初等 的 线性 代数 运算 得 到 ，Y (f, Sp) xSP(D， 每 个 
p(f, 力 都 是 保持 Of, AV A=Cf,4),AtQ=Q, 另 一 方面 ， 
显然 0" 关 0， 所 以 Q" = (A*Q)"=detA，Q",detA=1。 这 就 证 
Bi P (Sp) xSp(D)CSO(4n) 。 现 在 正式 定义 “Sp(]D 为 
SO 4) 内 的 子 群 o (Sp) x Sp 《1))。 

it: Rim Se RE Zs 三 {(1,1), (I -Dht I 是 
H^ 上 的 恒 同 映射 ， 即 车 PCf,D (CP)=P，YPEH", 则 (f,4)= 
£D. WER ATE. fr 9, 0,0, 0), N A PCF, AD (80 = 45, 
Vq4€ H. I 9,2) 的 定义 ， 这 等 价 于 AGE) a6. HESS 
Spin), FORD 2a/ C0. MAR 49f E) 7 46, VIE H. 但 在 另 
一 方面 ,f E) = A78) = 0052) AE) 2 A7 y, BELA AGA 
-qu,Vq€ H, BA 8 = (0,0, ,0, BILL ERA RRB 
AqÀ!-4, Vq4€ H, Hl 

14=41，  Va€H. 

HE A 内 能 与 所 有 四 元 数 可 交换 的 元 素 必 为 实数 〈 证 明 是 平凡 
的 ) , 故 4ER。 但 是 14ESp(1)， 所 以 4= £1, 显然, 33 AC LR, 
P, (P) =f(P) =P, VP€ H^, 于 是 f=1. AB, BA=- 
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Kt, oCf,A)(P)=—f(P)=PV PER, i f——1 断言 证 毕 . 

上 面 的 断言 蕴涵 着 Sp Gr) + SpOD Sp (nm) X SpOD/Z, C2 
示 群 同 构 ). 特别 是 SpGO X Sp ODE Sp(*)。Sp(1) 的 双重 得 盖 ， 
因而 dim Sp (2) * Sp(1) —dim Sp(n) XSp(1). 注意 ;Sp(1) 是 到 
内 模 长 为 1 的 元 素 的 集合 ,所 以 Sp(1) 就 是 R' 内 的 单位 球面 53， 
特别 是 dim Sp(1)=3. 所 以 当 n=1 时 ,dim Sp(1) * Sp(1)=6. 18 
是 dim SO(4)==6,SO(4) 是 连通 群 ,而 且 Sp(1)。Sp(1)CSO(4)， 
故 知 SOC4) 二 Sp(1)。Sp(1). 在 下 面 我 们 将 会 用 到 这 个 事实 . 

这 个 群 同 态 o:Sp (n) X Sp (1) 一 SO Gr) BRE Sp (n) X 
Sp(1) 在 R”" 上 的 一 个 表示 . 现在 要 解释 一 下 这 个 表示 o 的 来 源 . 命 
PH 为 H"*' 中 所 有 的 对 于 瑟 是 一 维 的 子 空间 的 集合 , 即 P,H 的 
TOR HAASE 4 维 、 且 在 左面 乘 上 H 不 变 的 子 空间 ,这 就 
是 所 谓 的 四 元 数 射影 空间 . 从 一 般 性 的 初等 的 讨论 可 知 ,P, 是 
齐 性 微分 流 形 ,而 且 可 以 与 Sp(n+1)/Sp(n) XSp(1) 等 同 起 来 .后 
者 刚好 是 Elie Cartan 的 单 连通 紧 致 对 称 空间 之 一 ,而 且 对 于 它 的 
典范 度量 ,其 和 乐 群 妞 就 是 Ad(Sp(n)XSp(1))( 见 引 理 4 以 下 的 
BORD. 若 用 恰当 的 单位 正 交 基 将 PH 的 一 个 切 空 间 与 H 认同 ， 
JU AdlSp (n) XSp(1)) 刚 好 是 上 面 定 义 的 Sp(z)。Sp(1)( 参 阅 
[BES1] 第 77 页 的 § 3. 21). 

上 面 的 讨论 也 说 明 P, 的 和 乐 群 就 是 Sp Cn) .Sp(1). P.H 
的 对 偶 对 称 空间 (所 谓 四 元 数 双 曲 空间 ) 自 然 是 一 个 单 连 通 、 非 紧 
的 对 称 空间 ,其 和 乐 群 也 是 SpC(n)。Sp(1). 

如 果 一 个 黎 曼 流 形 M 的 整体 和 乐 群 CSp(n) + Sp(1), 则 
一 般 的 文献 或 者 称 M 是 四 元 数 流 形 ([ALI] 一 LAL3],[KR]) ,或 
者 称 之 为 四 元 数 Kühler 流 形 ([BES2],[IS],[SA]). 从 某 些 角度 
看 来 ,后 者 比较 合理 . 但 是 在 另 一 方面 ,这 个 名 称 比较 累 蒙 ,而且 容 
易 引 起 混乱 ,因为 四 元 数 Kahler 流 形 一 般 来 说 不 可 能 是 Kahler 
流 形 !( 见 引 理 10 及 其 以 下 的 讨论 ) 所 以 在 本 书 中 我 们 采取 中 立 态 
度 ,两 者 都 不 用 . 
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下 面 的 引 理 10 的 证 明 不 太 容易 ,所 以 在 这 里 只 加 以 讨论 而 不 
给 出 证 明 . 如 果 要 了 解 满足 五"CSp(z)。Sp(1) 的 流 形 , 则 非 要 知 
道 这 个 引 理 所 说 的 事实 不 可 . 

引 理 10 (a) Sp(n) * Sp(1) 是 SO(4n) 内 的 极 大 李子 群 , 即 
若 有 SO(4n) 内 的 李子 群 G, 使 得 Sp(n)，Sp(1)CGCSOC4n), 则 
G 必 等 于 Spln) + SPO) SO(n); 

(b) HM 是 4n IE SE S LE n 22, A H* CSp(n)- 
Sp(1), J M 是 Einstein 流 形 , 即 M 有 常数 Ricci 曲率 ; 

(c) 车 M 是 齐 性 、 紧 致 的 4n HER SHE HA H* =Sp@) + 
Sp(1), 则 M 一 定 与 P,H SB. 

断言 (a) 是 Dynkin 的 李 群 分 类 定理 的 一 个 系 ,但 在 LGR] 中 有 
一 个 直接 的 证 明 . (b) 是 Berger 在 [BER1] 中 首先 指出 的 ,其 证 明 
依赖 [BER1] 里 面 一 些 比较 复杂 的 计算 . 在 LAL11 和 [IS] 中 有 不 同 
的 直接 证 明 ,可 参阅 [BES2] 第 403—406 页 . (b) 中 的 假设 x 之 2 是 
因为 有 前 面 提 过 的 事实 ; Sp(1)。Sp(1)=SO(4), 所 以 在 n— 1 时 
对 应 的 断言 自然 不 能 成 立 . (c) FE Alekseevskii 的 定理 (LAL2]). 

断言 (b) 表 明 满足 H* CSpGD + Sp(1) 的 流 形 具有 意 想不到 
的 刚性 . 比方 说 ,如 果 将 这 种 流 形 的 度量 在 一 个 小 邻 域 内 扰动 , 则 
自然 会 破坏 它 的 Einstein 性 质 , 所 以 由 此 得 到 的 黎 曼 流 形 不 可 能 
仍然 满足 五 "CSp(za)。Sp(1). (a) 则 指出 满足 H* CSpOD * 
Sp(1) 的 流 形 一 般 来 说 不 会 是 Kahler HÉ. 要 弄 清楚 这 个 断言 ， 
则 需要 先 考虑 一 般 的 情况 . 假如 黎 曼 流 形 M 满足 H' CSpGD + 
Spa), 而 且 也 是 Kahler 流 形 , 则 由 引 理 ? 必 有 五 "CU (2a) N 
{Sp(n) * Sp(1)}. ft Go=U (2n) N (Spln) + Sp(1)}. RES Ca), Go 
ESp(n) * SpA), HU H* REE Spa) * SpCD HATH Gi 的 
一 个 子 群 (自然 , 最 容易 找到 的 满足 这 个 要 求 的 子 群 Go 是 Sp (n)， 
但 是 这 样 就 变 成 超 Kahler 流 形 的 研究 和 Spa) - Sp (1) 没 有 
XA. 特别 是 ， 如 果 H'—SpGoD * Spd), M M 一 定 不 是 
Kahler WG. 最 后 , (c) 指 出 : 若 要 找 满足 如 =Sp(n)，Sp《1) 和 非 
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局 部 对 称 的 流 形 ， 则 一 定 要 跑 出 齐 性 流 形 的 范围 以 外 。 这 种 例子 
自然 是 比较 难 找 和 的 了 。 

最 后 的 一 句 话说 明了 为 什么 到 目前 为 止 尚未 找到 紧 致 、 非 局 
部 对 称 和 满足 妃 =Sp(n)。Sp(1) 的 4n HERES EE. 事实 上 对 称 
空间 PnH 是 至 今 所 知 的 唯一 有 已 = Sp(n)。Sp(1) 的 紧 致 流 形 。 
如 果 能 找到 这 样 的 非 局 部 对 称 的 紧 致 的 例子 ， 则 不 但 会 填补 这 个 
空白 ， 而 且 也 会 增加 我 们 对 于 Einstein 流 形 的 了 解 ( 见 引 理 10 
(b))。 这 会 是 很 有 意思 的 工作 。 另 一 方面 ， 非 紧 完备 、 且 H= 
Sp(n) * SPCORS AFB 1975 年 被 Alekseevskii 找到 ([AL 3 ]) 
他 将 所 有 满足 妃 = Sp(n)。Sp(1)、 且 有 一 个 可 解 的 、 可 迁 的 等 距 
变换 群 的 黎 曼 流 形 完全 分 类 ,结果 发 现 有 两 族 非 局 部 对 称 的 流 形 。 
最 近 Galicki([GA]) 也 给 出 更 多 的 齐 性 例子 ， 也 是 非 紧 和 非 局 部 
对 称 的 。 所 以 至 少 我 们 已 经 知道 非 局 部 对 称 而 满足 = Sp(n) « 
Sp(1) 的 完备 歼 曼 流 形 是 存在 的 。 只 是 到 目前 为 止 ,所 有 这 种 例子 
都 是 非 紧 致 和 齐 性 的 。 

最 后 要 指出 ， 一 个 紧 致 、 且 满足 H*CSpCn)。Sp(1) 的 流 形 
的 上 同调 群 H* CM , RR) 的 结构 和 Kahler 流 形 有 相似 的 地 方 。 这 
是 V.Kraines 和 Bonan 两 个 人 的 工作 (LKRJ 和 [BON 2]). 他们 
需要 用 到 $ 2 中 提 到 过 的 陈省身 定理 (LCHN 2 ]) .关于 这 类 流 形 的 
其 它 信 息 及 有 关 文 献 ， 可 看 [BES 2 ] 的 第 14 章 。 

《VI》Spin(9) 九 维 自 旋 群 ” 当 n3, SO(n) 的 基本 群 是 
Z:， 其 双重 覆盖 空间 就 是 自 旋 群 Spin(n)( 见 [CV] 第 61—67 页 
或 [WU 2], 8$ 5.1)。 所 以 Spin(n) 是 单 连通 的 紧 致 单 李 群 ， 它 的 
李 代 数 当然 是 SoM ( 即 所 有 nxn 的 反对 称 和 矩阵 的 集 合 )。 根 据 
Elie Cartan 的 对 称 空间 分 类 理论 ， 其 中 一 个 秩 为 1 的 紧 致 、16 
维 、 单 连通 对 称 空间 是 P,Ca=F,/Spin(g), JE rh F, 是 52 维 的 
紧 致 单 李 群 ， 是 Cartan 的 五 个 紧 致 的 例外 单 李 群 之 一 CEP 
的 (W) 中 ,我 们 会 遇 到 另外 一 个 紧 致 的 例外 单 李 群 6,), 由 $2 中 
引 理 4 下 面 的 讨论 得 知 ，PsCa 的 和 乐 群 与 Spin(9) 同 构 。 更 精确 


127 


地 说 ，P,Ca 的 和 乐 群 是 Ad(Spin(9))CSO(16)， 其 中 SOCIO 
指 PCa 的 一 个 切 空 间 上 所 有 的 线性 等 距 变 换 的 集合 。 ABA 
表示 Ad 作 仔细 分 析 ， 就 可 以 具体 地 写 出 Spin(9) 在 SOCIO) 内 的 
做 和 信 。 在 [BRG] 的 $4 中 ，Brown 和 Gray 将 这 个 伐 人 用 李 代 数 
的 方法 描述 。 在 [LGRGJ 中 ,Gray 和 Green Hk PRA WES HR 
了 。 由 于 我 们 目前 讨论 的 重点 与 这 个 嵌入 无 关 ， 因 此 在 此 略 过 不 
谈 。 

从 记号 上 我 们 可 以 猜 到 ，PaCa 的 名 称 是 Cayley 射影 平面 。 
关于 这 个 名 称 的 由 来 ,我 们 给 一 个 粗略 的 解释 。 其 中 的 所 有 细节 ， 
似乎 没有 人 详细 写 下 来 ， 读 者 应 该 参考 [BES 1 ] 的 第 86—93 页 
以 及 里 面 所 给 出 的 其 它 参考 文献 。 首 先 定义 Cayley 代数 Ca. 在 
HH: 中 引进 乘法 (其 中 H 是 四 元 数 体 ), 使 得 

(P,P’) * Q,00 = (PQ-Q/P’,Q/P+P’Q), 
其 中 P,P',Q,Q’E 昌 ,对 于 这 个 乘法 和 普通 的 加 法 ，H? 变 成 一 
个 非 结合 的 可 除 代数 ， 这 就 是 Ca( 可 除 性 的 证 明 如 下 ， 设 "= 
(P,Q)40, #r@=(P,-Q), la|* = aa, 则 显然 有 a. (3/]o| = 
(a/|a|*) «az ey, JE e; = (1,0) 是 Ca 的 单位 元 素 )。 其 次 我 们 
定义 抽象 的 射影 平面 的 概念 。 命 F 为 一 个 集合 ， 并 称 9 的 元 素 
为 点 。 称 史 为 一 个 射影 平面 ， 如 果 在 多 内 有 一 组 特别 的 子 集 ， 称 
为 线 ， 使 得 以 下 的 三 个 条 件 成 立 : 
(9 1) 任意 两 点 必 包 含 在 一 条 线 ! 内 ， 并 且 这 样 的 ! 是 唯 
一 的 ， x 

(22) 任意 两 条 线 必 相 交 于 一 点 P， 并 且 这 样 的 点 卫 是 唯 
一 的 。 

(73) 多 至 少 有 四 个 点 ， 使 得 其 中 任何 三 点 都 不 在 一 条 线 
上 。 

(最 后 的 条 件 保证 是 一 个 平面 ， 即 它 是 二 维 的 ) ,对 于 PCa 的 
典范 对 称 空间 度量 ,每 个 点 x 的 共 轿 点 轨迹 是 一 个 与 8 维 球面 S* 
POBRES TEE, ing € CO. 车 称 PCa 的 元 素 x AAR, HK 
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Jte RLS (x) 为 线 ， 则 可 以 证 明 P:Ca 是 一 个 射影 平面 。 更 进 
一 步 ， 若 指定 某 个 € (xo) 为 PsCa 内 的 无 穷 远 前 线 ， 记 为 (.， 则 可 
以 证 明 ， 

(4) 存在 两 个 一 一 对 应 

pi:CaxCa—>PCa—il., 
pe:CaU {co}l., 

使 得 Ca 的 代数 结构 与 P:Ca 的 射影 平面 结构 〈(.m 1 ) 一 (. 3 ) 是 
一 致 的 

这 个 一 致 性 以 及 01,2, 的 定义 是 相当 复杂 的 ， 我 们 只 给 出 一 
个 直观 的 解释 。 设 PE P,Ca—l., HH. pi(o,5) =p (其 中 a,pe 
Ca), He, 6) 为 p 点 的 坐标 。 同 理 ， 若 Ele, JF H PY) =a, 
WS v 为 4 的 坐标 。 现 在 用 下 面 三 个 例子 来 说 明 上 述 一 致 性 : 

G) 命 在 1。 上 有 坐标 为 0 及 co 的 点 为 4 及 日 ,又 命 在 PCa - 
la 上 有 坐标 (0,0) 的 点 为 0 .用 OA , OB 分 别 记 由 {0, A}, {0,B} 
所 决定 的 线 ACP 1)), 则 OA 是 所 有 的 以 (ac,0)(aE Ca) 为 坐标 
的 点 的 集合 ,0B 是 所 有 的 以 (0,8) (BE Ca) 为 坐标 的 点 的 集合 。 

Gi) 在 PCa 1。 上 举 标 为 (a,B) 的 点 ,可 以 用 如 下 的 几何 构 
造 法 找 出 : 命 C 是 04 上 坐标 为 (a,0) 的 点 ,又 命 万 为 5 万 上 坐标 为 
C0,8) 的 点 , 则 BC 与 AD 的 交点 CR CH 2 )) BRAM HR Ca, BD, 

Gii) BEAL 上 坐标 为 ?的 点 ，8C AGD 内 所 定义 的 线 ， 
则 BC 55 OE 的 交点 的 坐标 是 (a,Ya)。 
(注意 ;可 以 对 (ii) 有 十 分 明显 的 直观 的 看 法 .因为 当 AD 与 54 相 
交 于 上 时 ， 从 欧 氏 几何 的 眼光 看 来 ，4 万 与 OA 是 平行 的 线 。 同 理 
OBS BC 也 是 平行 的 .由 于 0A 与 55 显然 是 一 般 意义 下 的 坐标 轴 ， 
所 以 BC 和 AD 的 交点 自然 有 坐标 a, 8)。 读 者 可 以 用 同样 的 方法 
AT MG AMG), 

根据 经 典 的 射影 几何 理论 ， 如 果 给 出 Cayley 代数 Ca， 则 一 
定 存在 一 个 集合 宛 满 足 上 述 的 (F1D) 一 (4)， 而 且 这 个 多 也 是 唯 
一 的 (所 谓 唯 一 性 的 直观 意义 是 ， 如 果 P, 和 多 ,都 满足 (1) 一 
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UPA, MUX TE, 79m. 是 同 构 的 ) .严格 来 
说 ， 这 个 多 才 是 古典 的 Cayley HEFE PCa. 似乎 是 A. Borel 
第 一 个 指出 上 面 的 对 称 空 间 Fi/Spin(9) 具 有 性 质 ( 史 1) 一 (多 4) 
(CBOR 2 ])。 所 以 可 以 把 这 个 对 称 空间 与 P:Ca 等 同 起 来 。 
读者 一 定 会 问 ， 既 然 已 经 知道 P:Ca 的 存在 性 ， 为 什么 不 直 
接 用 普通 的 办 法 去 定义 PCa? 现在 回顾 一 下 这 个 所 谓 的 普通 的 
办 法 ， 在 Ca? - {0} 中 引进 等 价 关系 ~, 使 得 (41,92,03) ~ Ci Pos 
Ba) (其 中 api ECa)》 当 且 仅 当 存在 非 零 的 YECa, 使 得 ai = 
YB,, Vi 2 1,2,8. HI PsCa 就 是 商 空间 Ca* 一 {0}/~~。 这 个 定义 
是 行 不 通 的 ， 因 为 要 证 明 ~ 是 等 价 关 系 ， 就 得 证 明 ~ 的 传递 性 ， 
而 后 者 的 成 立 要 依靠 结合 律 。 不幸 ，Ca 刚好 是 非 结 合 代 数 ， DU 


如 ， 
G,D * (0,0 * 0,0) =C- LE, 


(G,D * 0,0) * 06,0) 2 Co 1, - D. 
自然 ， 退 一 步 讲 ， 若 这 个 定义 是 合理 的 话 , MAE RR 
Cayley 射影 空间 也 会 有 定义 的 。 事 实 上 , 当 1 之 3 时 ， PnCa 是 不 
存在 的 。 

最 后 我 们 要 指出 关于 Spin) 的 一 个 漂亮 的 定理 : 如 果 M 是 
一 个 〈 不 一 定 完备 的 ) 黎 曼 流 形 ， 满 足 万 CSpin(9), 则 MM 一 定 与 
对 称 空间 Pi/Spin(9) 或 它 的 对 偶 对 称 空间 局 部 等 距 。 这 个 定理 
首先 是 由 Alekseevskii 在 1968 年 指出 的 (LAL 1 D. 他 在 上 述 文 
章 内 给 出 了 证 明 的 大 纲 ， 这 个 证 明 依赖 一 系列 恒等式 ， 而 这 些 恒 
等 式 的 证 明细 节 却 没有 写 下 来 。 对 于 这 个 证 明 的 可 靠 性 ， 在 几何 
学 家 中 颇 有 争议 。 四 年 之 后 ,Brown 和 Gray 在 [BRG] 中 写 下 一 个 
详细 的 证 明 , 方 法 与 [AL 1 ] 完 全 不 同 。[BRG] 的 文章 写 得 非常 清 
楚 ， 所 以 现在 大 家 公认 这 个 定理 是 正确 的 。 由 此 可 知 ， 一 个 非 局 
部 对 称 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 一 定 不 可 能 是 Spin(9)， 所 以 在 (16) 中 
所 列 出 的 群 当中 可 以 删 挤 Spin(9) 。 

(ID G, 和 Spin(7) 我 们 把 这 两 个 群 放 在 一 起 讨论 , 原因 是 
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它们 有 很 多 相像 的 地 方 。 根 据 (16)，G。 和 Spin(7) 是 分 别 被 看 作 
SOC fl S0(8) 的 李子 群 的 。 所 以 首先 要 对 这 两 个 幅 入 作 一 个 交 
Rie Hit Gae G: 是 一 个 14 维 的 紧 致 、 连通、 单 连通 李 群 ， 也 是 
Elie Cartan 的 五 个 例外 的 紧 致 单 李 群 之 一 。 与 其 抽象 地 定义 Co, 
不 如 直接 将 它 与 如 下 的 S0(7) 的 连通 李子 群 认 同 ， 这 个 子 群 的 李 
代数 是 所 有 反对 称 的 7x? KERA ;}， 使 得 
Apis t Aqesass * Aceaes 20, 
FE rh i 1,2, 7 (mod 7 ) CUBES 2 ] # 293 Ji E CBON 1J). 
Spin D) 24 4438 7 维 的 自 旋 群 , 它 可 以 与 如 下 的 S0C8) 的 连通 李子 
群 认同 ， 这 个 子 群 的 李 代 数 是 所 有 反对 称 的 8 x 8 RERA ;}， 
使 得 
ApttAgepgea t Ajongeo * Ajyeuje170, 

其 中 j=1,2,…,8(mod 8) (同样 见 [BES2] 第 293 页 或 [BON1]) 。 
在 [BRY1] 和 [BRY2] 中 读者 可 以 找到 这 两 个 群 的 其 它 等 价 定义 。 

Bonan 在 [BON1] 中 证 明 ; 任何 7 维 、 单 连通 、 满 足 HCG, 的 
黎 曼 流 形 以 及 任何 8 维 . 单 连通 、 满 足 HCSpin COR) SUB WO, 
X Ricci hR- TSF SR. MAWE H =C: R H = Spin(7) fy 
黎 曼 流 形 一 定 不 可 能 是 局 部 对 称 的 〈 见 ( 亚 ) 中 引 理 8 的 证 明之 后 
的 段 洲 )。 除 了 这 一 个 注 记 之 外 ， 从 1956 年 至 1984 年 ,一 直 无 法 
得 知 是 否 有 任何 黎 曼 流 形 满足 H =G 或 者 号 = Spin7。 在 1984 年 
Bryant 宣布 (CBRY13) 找 出 无 限 个 不 完备 的 7 维 及 8 维 黎 曼 流 形 ， 
HAN Æ H =G: FH =Spin(7), 细节 见 [BRY2]。Bryant 的 工 
作 可 以 用 如 下 的 十 分 粗略 的 方式 作 一 些 介绍 。 由 于 处 理 这 两 个 群 
的 方法 大 同 小 异 ， 我 们 只 讨论 G*。 在 1954 年 Chevalley 已 发 现 
在 R? 上 有 一 个 三 次 外 形式 ?E ARE GC (9€ GL(7,R): 
g*o-9), BN G: 是 保持 ? 不 变 的 。Bryant 指出 ,其 实 可 以 用 这 个 
性 质 来 定义 Gs， 即 6G, = {gE GL(7,R):g*y - 9). di 第 二 和 乐 原 
理 立刻 推出 ， 车 一 个 七 维 歼 曼 流 形 M 满 足 H8*CG,， 则 M 具 有 一 
个 非 零 的 平行 的 三 次 外 形式 场 B。 反 过 来 说 ， 若 M 是 一 个 7 BR 
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曼 流 形 , 使 得 M 具 有 一 个 非 零 的 平行 的 三 次 外 形式 场 多 ,并 且 在 将 
一 个 切 空 间 Mz 与 R' 认同 之 后 有 一 个 非 零 实数 。 使 得 (x) = 09 
《9 如 上 )， 则 M 一 定 满足 H*CGs。 我 们 称 这 种 O 为 特殊 三 次 形 
式 。 所 以 找 满足 H'CG. 的 流 形 就 等 价 于 找 具 有 特殊 三 次 形式 的 
流 形 。 既然 只 要 做 出 局 部 的 结果 ， 所 以 不 妨 假定 M 是 单 连通 的 ， 
TEH-H*, Bryant 先 将 问题 简化 ， 证 明 任意 的 特殊 三 次 外 形 
式 中 一 定 诱 导 一 个 黎 曼 度量 9(@) ,使 得 多 对 于 9(@) 是 平行 的 。 
所 以 问题 变 成 在 一 个 坐标 邻 域 上 找 出 所 有 的 特殊 三 次 外 形式 o. 
由 计算 得 知 这 种 Ó 满足 一 组 过 定 的 外 微分 方程 组 .由 Cartan- 
Kühler 理论 ， 该 方程 组 有 局 部 解 , 即 在 一 个 充分 小 坐标 邻 域 上 可 
以 找到 黎 曼 度量 使 得 它 的 和 乐 群 是 C: 的 子 群 。 用 一 个 标准 的 论 
证 就 可 证 明 最 一 般 的 解 一 定 诱导 一 个 其 和 乐 群 等 于 Gs RRE 
E. 
HT FHS 4 的 需要 ， 我 们 顺便 作 一 个 注 记 。 在 上 面 已 经 指 
出 Gs 是 可 以 刻画 成 为 GCL(7,R) 的 保 ER’ 上 某 个 三 次 外 形式 9 
不 变 的 子 群 。 用 这 个 事实 不 难 证 明 ， 若 .元 是 R 上 所 有 在 Gs 作用 
下 保持 不 变 的 外 形式 的 环 ， 则 . 交 是 由 {1,9,*9,*+1} 线 性 张 成 的 (其 
中 是 第 一 章 所 定义 的 Hodge * WF). XÆ Bonan 在 [BON1] 所 
证 明 的 定理 (参阅 LBRY2])。 同 理 可 证 ， 在 Re 上 所 有 被 Spin(7) 
保持 不 变 的 外 形式 的 环 可 以 由 {l,y,*y} 线 性 张 成 ,其 中 少 是 中 上 
的 某 个 四 次 外 形式 (CBON1])。 特 别 是 ，Gs 和 Spin(7) 都 不 保持 
任何 二 次 外 形式 不 变 。 根 据 引 理 7(c) 以 及 第 二 和 乐 原 338, Co 和 
Spin(7) 都 不 可 能 是 一 个 Kabler 流 形 的 和 乐 群 (当然 ， 由 于 R' 的 
维 数 是 奇数 ，G, 已 经 知道 是 不 可 能 的 了 )。 由 于 UM ESAn), 
引 理 7 蕴涵 50(2n) 也 不 可 能 是 Kühler 流 形 的 和 乐 群 ， 在 讨论 引 
理 10 时 已 指出 Sp(n)，。Sp(1) 不 是 Kabler 流 形 的 和 乐 群 . 综合 这 
些 讨论 ， 加 上 引 理 8 ， 便 得 到 ， 
引 理 11 设 M 是 7 维 单 连通 、 不 可 约 、 非 局 部 对 称 的 Kihler 
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流 形 ， 则 M 的 和 乐 群 只 有 三 种 可 能 性 ，UCn),SUCn) 和 Sp (77). 


并 且 ，M 的 和 乐 群 为 Cn) 当 且 仅 当 M 的 Ricci h 率 不 恒 等 于 零 。 

要 特别 指出 的 是 ，Bryant 关于 Gs。 和 Spin(7) 的 证 明 用 到 了 
Cartan-Kähler 定理 ( 即 Cauchy-Kowalewski 定理 )。 因 此 , 这 样 构 
造 的 黎 曼 度量 只 能 在 局 部 上 有 定义 ， 而 且 一 定 是 实 解 析 的 。 所 以 
Bryant 的 工作 LBRY2] 本 身 不 足以 解答 是 否 有 满足 日 = Gs 或 
Spin(7) 的 完备 黎 显 流 形 这 个 问题 ,在 LBRY2] 的 最 后 一 节 , 他 给 
出 一 些 具 体 的 度量 ,分 别 满足 互 = Gs 和 Spin(7) .但 仍然 是 非 完备 
的 度量 。 但 在 LBRY2] 的 第 527 页 中 有 一 个 脚注 说 ， 已 找到 完备 
的 黎 曼 流 形 ,使 其 和 乐 群 是 Gs 和 Spin(7), 这 两 个 流 形 分 别 与 S*x 
RFF .(S*) CAI BTR St 上 的 positive spin bundle) f 分 同 胚 ， 
所 以 是 非 紧 的 。 这 两 个 流 形 是 单 连通 的 ， 所 以 (如 上 面 已 指出 的 
那样 ) 它 们 的 Ricci 曲率 一 定 恒 等 于 零 . 于 是 这 些 流 形 又 给 出 了 一 
些 完备 而 Ricco 的 新 例子 。 在 这 方面 目前 待 解 决 的 问题 ， 就 剩 
下 是 否 有 紧 致 歼 显 流 形 使 其 和 乐 群 为 Gs 或 Spin(7) 了 。 


$4 ”和 乐 群 的 新 发 展 


在 $2 已 经 指出 ， 自 从 1955 年 Berger 的 分 类 定理 发 表 之 后 
的 二 十 多 年 里 ， 和 乐 群 在 几何 学 家 的 心目 中 变 成 了 一 个 次 要 的 题 
目 。 但 是 从 1980 年 开始 (这 方面 的 第 一 篇 文章 似乎 是 [K3])， 和 
乐 群 在 很 多 不 同 的 情形 下 已 变 成 一 个 紧要 的 研究 工具 。 这 个 大 转 
变 的 主要 原因 大 概 有 两 个 。 其 一 是 82 的 定理 2 所 提供 的 关于 秩 
之 2 的 局 部 对 称 空间 的 刻画 ， 即 这 种 流 形 刚好 是 其 和 乐 群 在 切 
空间 的 单位 球面 上 的 作用 不 可 迁 的 流 形 。 在 下 面 我 们 将 看 到 在 三 
个 不 同 的 场合 ， 这 个 定理 会 产生 决定 性 的 作用 。 在 具体 地 讨论 这 
些 应 用 之 前 ， 也 许 作 一 些 一 般 性 的 说 明 会 帮助 读者 了 解 这 些 新 发 
展 。 首 先 ， 假 如 不 是 有 需要 证 明 一 个 流 形 与 秩 宇 2 的 局 部 对 称 空 
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间 等 距 的 话 ， 定 理 2 会 是 无 用 武之 地 的 。 读 者 自然 要 问 : 那么 为 
什么 在 1955 年 到 1980 年 这 二 十 多 年 间 没 有 人 想到 刻画 秩 之 2 的 
局 部 对 称 空间 呢 ? KA SREB AD LAS ORR 
He. 大 约 在 1970 年 之 前 ， 微 分 儿 何 还 在 基础 性 阶段 。 在 那 时 .大 
家 的 主要 研究 对 象 是 一 般 性 的 定理 及 一 些 定性 的 结果 。 这 是 任何 
一 个 领域 在 开始 的 时 候 的 必然 现象 。 在 这 种 情况 之 下 ， 即使 有 定 
量 的 结果 (如 球面 定理 ， 见 [CE]， 第 六 章 )， 其 对 象 也 必然 是 该 
领域 内 最 简单 的 例子 。 比 方 说 ， 存 1951 年 Rauch 已 经 对 球面 定 
理 作出 了 突破 性 的 贡献 。 但 当 他 在 1961 年 尝试 用 同样 的 方法 去 
处 理 一 般 的 对 称 空间 时 ， 不 但 他 的 工作 无 法 引起 别人 的 兴趣 ， 而 
且 他 的 文章 [RA] 也 写 得 非常 混乱 。 要 知道 在 1960 年 前 后 ， 不 仅 
黎 曼 几何 的 工具 相当 原始 ， 而 且 那 时 对 于 对 称 空间 的 认识 也 十 分 
浅薄 。 所 以 [RA] 这 篇 文章 是 写 得 太 早 了 。 从 历史 角度 看 来 , 任何 
一 个 领域 的 发 展 都 是 由 浅 入 深 的 《自然 有 例外 ， 例 如 在 第 一 章 已 
指出 ，Poincaré 在 引进 折 扑 学 时 就 已 经 证 明了 深奥 的 Poincaré 对 
偶 定理 ) 。 所 以 要 等 到 大 家 已 充分 了 解 球面 之 后 才 会 设法 了 解 秩 1 
的 对 称 空间 ([BES1] 总 括 了 这 方面 的 许 多 工作 )， 然 后 才 去 考虑 
K> 2 的 对 称 空间 等 等 。 当 时 促进 大 家 重视 秩 之 2 的 对 称 空间 ， 
除了 时 机 成 熟 的 自然 因素 之 外 ， 最 重要 的 是 Mostow 所 作 的 大 突 
破 。 这 就 是 1973 年 所 发 表 的 Mostow 刚性 定理 (LMOSJ。 在 [WU 
2] 的 8 6.5 中 对 这 个 定理 有 一 个 初步 的 讨论 ) 。 这 个 定理 的 一 个 
特殊 情况 说 明 , 如果 两 个 歼 曼 流 形 M M: 是 紧 致 的 局 部 对 称 的 ， 
而 且 它 们 的 基本 群 OM 5 m OM REA. SCIRE "ELATI OO 
用 覆盖 空间 是 不 可 约 的 、 秩 之 2 的 非 紧 对 称 空间 , M M, 与 M: 必 
彼此 等 距 (它们 的 度量 可 能 差 一 个 正 的 常数 倍 )。 换 言 之 ， 在 秩 之 
2 的 非 紧 、 不 可 约 的 局 部 对 称 空间 当中 ， 基 本 群 决定 一 切 。 这 个 
使 人 吃惊 的 定理 不 但 是 李 群 理论 内 的 一 个 划时代 的 贡献 ， 同 时 也 
对 其 它 领域 (特别 是 微分 几何 ) 产 生 深远 的 影响。 Mostow 刚性 定 
理 在 微分 几何 内 所 引起 的 巨大 发 展 直至 1987 年 还 未 停止 。 自 从 这 


134 


个 定理 出 现 之 后 ,几何 学 家 才 明白 ,如 果 秩 之 2 的 对 称 空间 有 这 种 
刚性 的 话 , 则 很 可 能 在 适当 的 曲率 假设 下 ,不 但 会 使 一 个 黎 曼 流 形 
与 这 种 对 称 空间 同 胚 ,其 至 可 能 与 之 科 距 . 当 大 家 了 解 到 这 一 点 
Bt, § 2 的 定理 2 就 大 派 用 场 了 . 

依 我 们 的 猜想 ,和 乐 群 再 起 的 第 二 个 原因 是 目前 微分 几何 已 
到 了 和 需要 仔细 研究 特殊 流 形 的 阶段 . 在 1955 年 左右 ,大 家 的 注意 
力 都 集中 在 和 乐 群 是 否 为 歼 曙 度量 的 一 个 有 用 的 不 变量 这 个 问题 
E. 所 以 当 Berger 的 分 类 定理 给 出 否定 的 答案 时 ,大 家 的 兴趣 就 
转移 到 别 的 目标 上 . 但 是 时 至 二 十 世纪 八 十 年 代 , 当 大 家 要 开始 逐 
一 研究 特殊 的 歼 曼 流 形 时 ([BES1] 和 [BES2] 这 两 本 书 , 就 部 分 地 
反映 了 这 个 趋势) ,就 了 解 到 和 乐 群 的 用 途 . 因为 要 是 以 和 乐 群 作 
为 出 发 点 , 刚 Berger 的 定理 说 明 所 需要 考虑 的 情况 就 只 有 四 ,五 
个 了 . 比方 说 , 当 大 家 想 要 认真 研究 Einstein 流 形 时 ([BES2]) ,就 
会 想到 满足 H —SpGD * SPO MME — EE Einstein 流 形 ( 引 理 
10Cb)), 所 以 自然 也 会 想到 Berger 的 分 类 定理 . 又 比如 ,因为 目前 
代数 几何 已 经 到 了 认真 研究 c — 0 的 流 形 的 阶段 ,然而 从 Berger 
分 类 定理 的 观点 看 来 ,这 种 流 形 基本 上 分 为 两 大 类 , 即 HSU) 
和 H=Sp( 2) ,这 就 大 大 酒 清 了 这 种 流 形 的 结构 ( 见 引 理 11, 和 
下 面 (e) 的 讨论 ). 

当 Elie Cartan 引进 和 乐 群 的 概念 时 ,已 经 预测 到 它 必定 是 一 
个 重要 的 几何 工具 ( 见 $ 1 的 讨论 ). 虽然 事实 证 明了 Cartan 的 这 
个 猜想 是 正确 的 ,但 是 其 中 的 曲折 恶 怕 又 非 Cartan 所 能 预料 的 
T. 

在 下 面 (a) 一 (f) 的 讨论 中 ,由 于 牵涉 的 范围 太 广 ,所 以 每 个 题 
目 都 只 能 点 到 即 止 . 但 是 即使 是 这 样 一 个 短 短 的 讨论 ,也 希望 能 名 
给 读者 一 个 总 括 的 印象 ,使 得 一 个 八 十 年 代 的 几何 学 家 应 该 对 和 
乐 群 有 一 个 基本 认识 . 

(a) 对 称 空间 的 拓扑 刻 画 ([MIR2]) 在 上 面 已 经 提 到 Rauch 
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在 [RA] 中 首次 考虑 如 何 用 曲率 刻画 对 称 空间 . Min-Oo 和 Ruh 所 
写 的 两 篇 文章 [MIR1] 和 [MIR2] 合 起 来 ,就 差不多 完全 解决 了 
Rauch 的 问题 . 大 致 说 来 ,要 证 明 的 定理 是 :如 果 M 是 一 个 紧 致 的 
黎 曼 流 形 , 其 曲率 和 一 个 不 可 约 单 连 通 对 称 空间 用 的 曲率 充分 相 
像 . 则 有 用 上 的 一 个 离散 等 距 变 换 群 T, 使 得 M 与 商 空间 M/T 
PORK. OR 族 是 单位 球面 , 则 可 取 其 截面 曲率 为 1. 在 这 种 情 
形 之 下 ,M 与 履 的 曲率 充分 相像 的 意思 就 是 6Ku 才 Kw 二 1, 其 
中 Ky Kn 表示 M 和 用 的 截面 曲率 ,6 则 是 大 约 等 于 0. 68 的 常 
数 , 这 个 定理 的 成 立 是 很 多 人 的 工作 的 总 结 , 见 [IRj. 如 果 MB 
个 任意 的 对 称 空 间 , 充 分 相像 的 定义 就 要 复杂 得 多 ,而 且 也 不 可 能 
像 球面 的 情形 那样 精确 . 事实 上 ,在 一 般 情况 之 下 ,曲率 充分 相像 
的 定义 要 用 到 所 谓 Cartan 联络 的 概念 ( 见 [K2], 第 四 章 ) ,细节 可 
看 [MIR1] 和 [MIR2]. 如 果 和 用 是 紧 的 ,这 个 定理 已 在 [MIR1J 中 证 
Bj. 如 果 M 是非 紧 的 ,这 个 定理 需要 有 额外 限制 : dimM o 6, M f 
秩 之 2, 见 [MIR2J. 显然 在 后 一 种 情形 , § 2 的 定理 2 会 起 作用 . 说 
得 更 精细 一 点 ,所 需要 的 是 Simons 在 [SIM] 中 给 出 的 定理 2 的 证 
明 中 最 重要 的 一 步 ( 见 断 言 (25)). 设 M ERS HIER AAA, 
单 连通 对 称 空间 ,zE 下, 它 的 和 乐 群 和 和 乐 代数 分 别 是 五 和 外 
今 有 另外 一 个 曲率 张 量 Ri( 见 (20.1) 一 (20.4)) 同 样 取 值 于 6. 由 
于 五 在 单位 球面 上 的 作用 不 可 迁 ( 引 理 5), 所 以 {用 ,Ri 五} 是 一 
个 对 称 的 和 乐 系统 (用 (25)). 现在 不 难 证 明 , 这 个 R 一 定 是 M A 
身 的 曲率 张 量 的 倍数 ( 见 LSIM] ,定理 6). 这 就 是 LMIR2] 所 需要 
的 结论 . 至 于 这 个 结论 如 何 帮助 Min-Oo 和 Ruh 去 证 明 上 述 定 
理 , 则 在 这 里 无 法 交代 清楚 . 请 读者 自己 去 看 [MIR2] 的 文章 第 
427 页 . 

(b) Mostow 刚性 定理 的 几何 解释 ([EB2], [BAGS], [BA]， 
LBUSD 十 年 来 ,经 过 很 多 人 的 努力 ( 见 [BAGS] 内 Appendix 1 
的 综合 报告 ), 目 前 黎 曼 几 何 已 对 Mostow 刚性 定理 有 一 个 初步 的 
了 解 .这 个 了 解 可 以 说 是 如 下 定理 的 一 部 分 ([EB2]): 设 M 为 一 个 
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完备 的 、 截 面 曲率 K<0、 HIEBUSTRIS E BUDE. RMB 
盖 夺 是 一 个 不 可 约 的 、 秩 不 等 于 1 的 黎 坚 流 形 ， 则 友 一 定 与 一 个 
非 紧 、 不 可 约 的 、 秩 之 2 的 对 称 空间 等 距 。 

首先 要 解释 一 般 的 完备 黎 曼 流 形 六 的 秩 不 等 于 1 的 意思 。 称 
NAB 1 的 流 形 ， 如 果 在 N 上 存在 一 条 测 地 线 7:R-~N， 使 其 切 
向 量 场 》 及 其 倍数 cP AW r 的 仅 有 的 平行 Jacobi 场 。 否 则 称 N 
的 秩 不 等 于 1 。 容 易 验 证 ， 如 果 NN 是 一 个 对 称 空间 ， 则 这 个 闫 1 
的 定义 与 前 面 给 出 的 对 称 空间 析 1 的 定义 是 一 致 的 ， 所 以 不 会 产 
生 混 消 。 另 一 方面 ， 如 果 NN 的 曲率 是 负 的 ， 则 显然 N 是 秩 1 的 流 
形 。 所 以 铁 1 流 形 是 截面 曲率 <0 的 流 形 的 一 个 推广 。 

在 [EB2] 的 证 明 中 ，Eberlein 直 接 用 定理 2 来 推出 奉 是 一 个 
秩 之 2 的 对 称 空间 。 这 个 想法 是 由 Ballman 首先 在 [BA] 中 给 出 
My. [BA] 的 主要 定理 和 上 述 [EB2] 的 定理 很 相近 ， 但 [BA] 需 要 
多 加 一 个 假设 ， 即 曲率 KX 有 下 界 。Eberlein 的 贡献 在 于 删 掉 这 个 
假设 。 从 技巧 上 的 观点 来 看 ， 这 是 很 重要 的 一 步 。Eberlein 沿用 
[BA] 的 想法 ,但 是 加 上 了 很 多 改进 。 在 这 里 我 们 无 法 讨论 这 些 非 
常 技巧 性 的 问题 ， 只 是 用 最 粗 的 方式 来 叙述 在 [BA] 中 Ballman 是 
如 何 证 明 M 的 和 乐 群 矿 在 单位 球面 上 的 作用 是 不 可 迁 的 。 命 SM 
为 MY 上 的 球 从 ， 即 SM 二 {(x,v):xE M,vE M. Ble] =1}。 现 在 
利用 定理 的 假设 在 SM 上 构造 一 个 函数 :SM->R， 使 得 由 在 每 
个 Mz 内 的 单位 球面 Se 上 不 是 常 值 , 而 且 若 将 vE€ Ms 平移 至 
WE My《 沿 任何 一 条 曲线 ), 则 一 定 有 B(x,v) =@B(y,w)。 所 以 ， 
如 果 vES:， 则 和 乐 群 在 vv 上 作用 产生 的 轨道 HCv) = {hv):hEe 
A) OS Els, 的 水平 超 曲面 上 。 于 是 五 ( 几 在 S; 内 的 余 
HRl. ARIE TA S> 上 的 作用 不 可 迁 。 当 然 ， 最 大 的 困 
难 是 如 何 去 构 造 这 个 函数 到 ， 并 证 明 它 具有 所 需要 的 性 质 。 

(c) FER IMR BA Se. AY R Kühler Jt 75 89 £& 43 (CMOK1], 
LMOK2],LHSW],LSIUD. #M2—* Kühler jf JÉ, Jt p £54 
KRAT, 则 YX,YE Mi,X750,Y 50, "ILE X. Spana{ X, Y) 
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Ay WRB BCX, Y)» 
B(X,Y) = K(X,Y) + K(X; JY), 
其 中 KOGYO, K(X, JY) SY 9125 Span (X Y) & Span (X JY} 
的 截面 曲率 。 用 曲率 张 量 的 基本 性 质 ((20.1) 一 (20.4))， 容 易 验 
证 , 若 Span, (X , Y) - Span, (X^, Y^), Ml] BCX, Y) = BOX, YD. 
所 以 这 个 定义 是 合理 的 (可 参阅 [WU2] 中 (3.10) 式 前 后 的 讨论 ) , 
JOE SE EESI(CMOKT113,LMOK2 DUEB] T Jur PRE: 
G0 设 M 是 一 个 紧 致 、 单 连通 的 Kühler HB. HH RM 

截 曲 率 为 非 负 的 ， 而 且 Ricci 曲率 是 WIEN CER 

一 章 (59) 式 以 下 的 讨论 )， 则 M 只 有 两 个 可 能 性 :或 

者 与 复 射 影 空间 双全 纯 同 构 ， 或 者 与 一 个 秩 之 2 的 

Hermite 对 称 空 间 等 距 
由 这 个 定理 ， 再 加 上 [HS 允 ] 的 结果 ， 就 立刻 得 到 任意 的 紧 致 、 有 
非 负 双 蕉 曲率 的 Kabler 流 形 的 结构 。 

这 个 定理 有 相当 长 的 历史 。 它 的 前 身 就 是 所 谓 的 Frankel 3 

想 。 这 个 狂想 说 ， 如 果 M 是 一 个 紧 致 、 单 连通 、 有 正 双 截 曲率 的 
Kühler 流 形 ， 则 M 一 定 与 复 射影 空间 双全 纯 同 构 。 在 1979 4E S. 
Mori 解决 了 比 这 个 更 广 一 点 的 猜想 ， 后 来 丘成桐 、 萧 荫 堂 也 在 这 
方面 作出 贡献 ( 见 [WU2] 中 8 6.6 后 半 部 分 的 讨论 ;。[MOK2] 的 
证 明 采 用 了 这 些 人 的 想法 。 另 一 方面 ，(* ) 的 正确 性 是 萧 荫 堂 首 
先 在 [SIU] 中 提出 来 的 ( 见 [SIU] 的 SO. EE 萧 荫 堂 已 经 用 
了 82 的 定理 2 证 明了 比 (#k) 较 弱 的 一 个 结果 。 莫 放 明 沿用 了 
[SIU] 的 这 个 想法 ， 但 在 技巧 上 自然 要 加 细 很 多 。 证 明 的 大 意 如 
F. fhM Kühler 度量 为 9 。 根 据 假设 ，g 的 Ricei 曲率 是 拟 正 
的 ， 所 以 可 以 用 Hamilton [HA1] 的 非 线性 热 导 方程 技巧 ， 将 9 
变形 为 一 个 Kühler 度量 h, HE h fy Ricci 曲率 是 正 的 ， 而 且 全 纯 
截面 曲率 也 是 正 的 。 了 现 用 S.Mori 的 方法 ， 可 以 证 明 存在 非常 值 
的 全 弛 映照 1: PIC 一 M， 称 f(P,C) 为 合理 曲 线 。 如果 MM 不 是 与 
P.C 双全 纯 同 构 的 话 、 则 M 上 每 一 点 一 定 有 一 组 特殊 的 合理 曲 
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线 . 这 些 特 殊 合理 曲线 的 ( 复 ) 切 线 在 全 纯 切 从 T*M 上 定义 一 个 复 
FRE S,S 的 复 余 维 之 1. 最 难 的 一 步 是 证 明 S 在 关于 的 平移 
下 是 不 变 的 . 这 里 需要 用 全 纯 截 面 曲率 处 处 是 正 的 . 这 样 ,如 果 
v€M.,, |v|=1, Uv EMRE H 作用 下 的 轨道 一 定 是 SmM。 的 
FS BARB H E M. 的 单位 球面 上 的 作用 不 可 迁 . 定理 2 说 
明 在 Kahler 度量 h 下 ,M 与 一 个 秩 之 2 的 对 称 空间 是 等 距 的 . 最 
后 用 [MOK3j 的 定理 推出 ,作为 对 称 空间 (M, 有 ) 的 另 一 个 有 非 负 
双 截 曲率 的 Kabler 度量 g 必定 是 六 的 倍数 , 即 有 >00 使 得 g— 
ch, 这 就 是 说 (LM,g) 也 是 秩 之 2 的 对 称 空间 . 

(d) 关于 Hamilton 的 文章 [HA2] 在 这 篇 文章 中 ,Hamilton 
引进 了 一 个 关于 和 乐 群 的 新 想法 . 我 们 熟知 任意 的 黎 曼 度量 g 的 
MRE H 是 非常 难以 计算 的 . Hamilton 的 定理 说 ,如 果 在 流 形 M 
上 的 度量 g 有 半 正 定 的 曲率 算 子 家 , 则 可 以 将 g 变形 成 另 一 个 
8 使 g 的 曲率 算 子 Z 仍 是 半 正 定 的 ,而 且 g, 的 和 乐 群 H, 可 以 
由 R 在 任意 一 点 z 上 的 值 (xz) 直接 算 出 来 . 现在 将 这 句 话 解 
释 清楚 . 首先 我 们 给 出 A 的 一 个 等 价 定义 ( 原 定义 见 第 一 章 的 结 
尾部 分 ,第 47 SO. fü RW g 的 曲率 张 量 , 则 定义 吧 ，A2M-~ 
A'M.QO zEM) 为 

(R(X A Y)Z NW) = (RoZ,W), 
RUBOXGYIZQ2WE€M.d;a€ AM, WA 多 是 线性 算 子 的 性 质 
来 定义 RO). 易 见 多 的 定义 是 合理 的 ,而 且 对 于 A:M. 上 的 诱导 
内 积 ,家 是 一 个 对 称 的 线性 变换 . 现 设 M 是 紧 致 黎 曼 流 形 ,g 如 上 
所 述 . 用 [HA1] 的 非 线性 热 导 方程 的 技巧 可 以 构造 一 族 依 束 单 参 
Bie HRS ER (goco E go 二 g,g, 连续 地 依 束 于 1, 而且 g, 具 
有 下 列 两 个 性 质 . 第 一 , 若 A JE E SERI WU g, 的 曲率 算 子 Z 也 
是 半 正 定 的 . 第 二 个 性 质 是 最 要 紧 的 ,但 需要 一 些 定义 才能 解释 清 
36. 在 前 面 讨论 Ambrose-Singer 和 乐 定理 时 ,我 们 已 经 在 每 个 M, 
上 引进 一 组 线性 变换 h(y) — Span (Ry: X Y € M) (R 是 指 度量 
g 的 曲率 张 量 ). 这 个 h(y) 是 9LCM,) 的 一 个 子 空间 ,但 不 一 定 是 
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李子 代数 . 由 于 每 个 Riy 是 一 个 反对 称 线性 变换 ,因此 可 以 把 Rir 
ARNM, 内 的 元 素 ( 一 般 说 来 ,如 果 V BARS WAV 可 以 
与 V 上 的 反对 称 线性 变换 认同 , 即 vAw 所 定义 的 反对 称 线性 变 
换 就 是 ((vAww,w) 三 (vAuwAw),Y ww EV). 所 以 可 以 
将 hly) 写 成 
AGO = FCN*M,). (75) 
Hamilton 在 [HA2] 中 所 证 明 的 关于 g: 的 第 二 个 性 质 说 : 4 00 
RV yE M,h(y) 不 依赖 于 4, 而且 A WKF y 是 平移 不 变 的 , 即 
对 于 从 xz 到 y ERMA CS RAS OM g 的 平移 , 则 
5-th,(y)5 二 h(x). 现 在 用 Ambrose-Singer 和 乐 定理 的 推论 , 便 得 
到 下 面 关 于 g 的 和 乐 代数 b 的 结论 : 
Yi>0, Vy€ M, b=h(y). (76) 
这 个 结论 的 主要 含义 是 ,既然 已 经 知道 在 任意 一 点 y 上 , Span 
{Rig X, Y € My} 等 于 和 乐 代数 , 则 显然 R 受到 很 大 的 限制 . 所 
以 ,如 果 再 多 加 一 点 假设 ,就 可 以 直接 对 g 本 身 作出 结论 , 亦 即 可 
以 对 M 本 身 作出 结论 . 下面 三 个 例子 会 把 这 句 话 说 得 更 清楚 . 
第 一 个 例子 是 Hamilton 原来 的 工作 [HA2]. 他 要 将 紧 致 ,四 
维 、 有 半 正 定 曲率 算 子 的 黎 曼 流 形 M 作 一 个 拓扑 分 类 -用 g 取代 
原来 的 度量 g ,就 得 知 每 个 Ay) BARRE b 根据 引 理 1 以 及 
Berger 分 类 定理 ,四 维 的 和 乐 代数 只 有 以 下 几 个 可 能 性 : {0}， 
80(2),80 (2) X $0 (22,99 (32,80 (12 ,u (2 CU (2) 的 李 代 数 )， 
$u (2) SU CO BS 2E FCRO. 根据 引 理 8 10192220, 5, — 61 (2) HE — 
可 能 性 是 统 三 0, 亦 即 包 =0, 这 是 一 个 矛盾 ,所 以 可 以 删 掉 su(2). 
现在 用 (75), (76) 逐 一 考虑 余下 的 情形 , 则 可 以 推 知 :M 一 定 微分 
FAF S1,5* XR, R, P:S XR, S x S* ,或 是 被 这 些 流 形 (赋予 
标准 度量 ) 所 等 距 蓝 盖 的 黎 曼 流 形 . 这 个 工作 的 重要 性 在 于 指出 一 
条 路 用 以 证 明 如 下 的 猜想 : 若 一 个 单 连 通 、 紧 致 的 黎 曼 流 形 有 正定 
的 曲率 算 子 , 则 一 定 与 单位 球面 微分 同 胚 ( 参 阅 第 一 章 最 后 的 讨 
论 ). 
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8 SF 22 W PRR A SEE [CAO ] BERE BB BY s. 这 个 
REEL CO PB REICH RA SE XE C ) 为 弱 , 但 其 证 明 较 [MOK2] 
早 一 些 . 定理 说 :车 M 是 单 连通 、 紧 致 的 Kahier RH, Ricci 曲率 
拟 正 ,而 且 其 曲率 算 子 级 半 正 定 , 则 M 或 者 与 PLC 双全 纯 同 构 ， 
或 者 与 一 个 秩 之 2 的 Hermite 对 称 空间 等 距 (与 (x ) 相 比较 ,这 个 
定理 的 假设 把 双 截 曲率 非 负 加 强 至 AER) 证 明 如 下 ;将 
Kahler 度量 g 变形 得 到 g,(:>>0) 如 前 . 由 于 g 是 Kahler 度量 , 易 
证 g: Fe Kabler 度量 . (M, O RERS 的 对 称 空间 , 则 需 证 
明 M 与 P.C 双全 纯 同 构 . 由 于 Ric 拟 正 ,所 以 g HY Ric 也 拟 正 . 由 
[LHSW] 知 CM,g,) 是 不 可 约 的 . 由 于 (M,g) 不 是 对 称 空间 , CM, g) 
也 不 是 对 称 空间 . 所 以 由 Berger 分 类 定理 (特别 是 引 理 11) 知 道 ， 
g: 的 和 乐 群 只 有 三 个 可 能 性 :U(a),SU(n) ,Sp(i/2). 由 于 RS 
0, 引 理 8 说 明 它 的 和 乐 群 不 可 能 是 SU(n) 或 Spbn/2), 所 以 g, 的 
和 乐 群 是 U(z). (6028 & hy) —uGD, V y € M. 现在 用 (75) 及 
ADO, BLA ET HE ER g, 的 双 截 曲率 一 定 处 处 是 正定 的 . 用 
Frankel 猜想 的 解 可 知 M 与 P.C 一 定 是 双全 纯 同 构 的 . 

第 三 个 例子 是 第 二 个 例子 的 推广 (CCY]). [CY] 的 主要 定理 
是 : 设 M 是 一 个 不 可 约 、 单 连通 、. 紧 致 的 黎 曼 流 形 ,其 曲率 算 子 a 
是 半 正 定 的 , 则 M 只 有 下 面 三 个 可 能 性 : 

(i) M 等 距 于 一 个 对 称 空 间 . 

Gi) M 与 单位 球面 同 胚 ( 注 意 : 目前 尚 不 知道 是 再 抽 分 同 
B. 

Gi) M 是 复 流 形 ,而 且 与 P.C 双全 纯 同 构 
(这 是 [CY] 中 定理 3. 我 们 采用 等 价 的 方式 重 述 了 这 个 定理 ). 证 
明 大 致 上 与 前 面 两 个 例子 相似 , 即 如 果 (i) 不 成 立 , 则 用 定理 2 去 
证 明 只 有 五 =SO(n),U(n) 和 Sp《n)。Sp(1) 这 三 种 可 能 性 . 如 果 
瑞 二 Sp ln)。Sp(1),[CY]J 证 明 在 这 种 情况 下 M 必 与 四 元 数 射影 
空间 等 距 , 即 是 (i) 的 情形 . 如 果 H — SO (Cn), 则 由 第 一 章 提 及 的 

141 


Micallef-Moore 定理 得 到 M 与 球面 同 胚 . 如 果 H — U a), WA 
Frankel 猜想 的 解 来 证 明 M 与 P.C 双全 纯 同 构 . 

(e) cj 一 0 的 紧 Kühler 流 形 的 分 类 ”在 [BEA1] 中 Beauville 
开始 对 第 一 陈 类 等 于 零 的 紧 致 Kahler 流 形 进行 分 类 . 自然 这 个 分 
类 工作 到 目前 为 止 还 是 很 粗 的 ,但 是 假如 没有 Berger 的 分 类 定理 
(以 及 Calabi 猜想 的 解 [Y]), 则 这 个 工作 根本 不 能 迈 出 第 一 步 . 由 
于 这 个 工作 的 主要 对 象 是 代数 几何 范围 内 的 应 用 ,在 这 里 只 讨论 
一 个 简单 的 结果 作为 例子 . 设 M 是 紧 致 . 单 连 通 、 满 足 c:= 0 的 
Kahler 流 形 . 用 丘成桐 的 Calabi 猜想 的 解 ,知道 M 有 一 个 Kahler 
度量 go ER go 的 Ricci 曲率 是 恒 等 于 零 的 . 在 下 面 的 讨论 中 ,我 
们 用 go 来 代替 原来 的 Kahler 度量 . 根据 Kahler 流 形 的 de Rham 
定理 ( 见 下 面 的 附录 以 及 [KN 1 ], BUMS 8), 知道 M 等 距 于 
MiX-…XMi, 其 中 每 一 个 M:(1<i<< 人 ) 是 不 可 约 的 单 连通 、 紧 致 、 
满足 Ric=0 的 Kahler 流 形 . 现在 固定 一 个 i, ffi n—dimM;. 从 引 
fi 11 得 知 M: 的 和 乐 群 互 =SU(n) 或 Sp(m)， 其 中 2m=n. 如 果 
H=SU(n), WHE: M 没有 非 零 的 调和 (Cp,0) 型 外 形式 场 p 
V pz50,n. 设 p 不 恒 等 于 零 , 则 由 Bochner 技巧 的 一 个 标准 结果 ， 
9 是 平行 的 外 形式 (参看 [WU2]，8$ 4 的 定理 3. 这 些 结果 是 说 : 
在 任何 紧 致 Kühler 流 形 上 , 若 Ric 之 0, 则 所 有 调和 形式 一 定 是 平 
fif). 现 固定 zEM;, 则 e € AMM)! (其 中 (MD): 表示 复 切 
空间 (CM,); 的 对 偶 空间 ). 由 标准 的 表示 理论 , SUMEA COMO; 
上 的 作用 是 不 可 约 的 . 所 以 除了 pon REZI AMD: 不 
可 能 有 一 维 的 不 变 子 空间 , 故 Cc) —0, 即 yg=0( 这 是 [BEA1j 的 
证 明 , 但 是 这 个 想法 第 一 次 是 在 [K3] 中 提出 来 的 ). 用 Hodge 理 
论 的 标准 记号 , 上 面 的 断言 可 以 写成 :车 态 =SU n), W h^" COMO 
—0,V p-1,2,75n—1.34 p—n 时, 引 理 8 ZR A" MO —1. 5 
一 方面 ,如 果 H=Sp(m),2m=n, Wl B5] 38 9 知 有 kM, 
V p 一 1,2,…,m( 见 (74) 前 面 的 讨论 ). 事实 上 ,如 果 用 相似 的 关于 
Sp (m) 的 表示 理论 ,可 以 像 上 面 对 SU (xn) 的 讨论 那样 ,证 明 
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BIPIOd0 =1, V pe lees m RB AP?" OH 0 =0, Vp dons 
人 (细节 可 看 [BEA1] 第 762 页 )。 总 结 这 个 讨论 我 们 得 到 如 下 的 定 
理 ， 
设 M 是 一 个 紧 致 、 单 连通 、 满 足 c, = 0 的 Kahler 
流 形 , 则 M 双 全 缉 同 构 于 积 OX x x Xg) x Qux m x 
Y1), 其 中 每 个 XX; 和 Yi 是 单 连通 、 紧 致 、 不 可 约 、 满 
Ec, =0 fy Kabler 流 形 ,每 个 Xi 满足 dim X,;=n,>3, 
Yp=1,,n;- l, 
De ast 
每 个 Yi; 则 满足 dim Y, =2m,>2, A 
[ APOC) =1, 
Brer*(y,-0, Vpel,m,. 


(我们 断言 dim X ,>3 是 因为 SU(2) = SPCD, 所 以 我 们 把 复 2 
fe. WEH =SU(2) MBA IER 258. WE H -SpODISUCE 
WALLY s, Y ZA). MRA Berger 的 分 类 定理 ， 很 难 想象 
怎样 才能 证 明 这 个 事实 。 

Cf) 对 称 全 纯 张 量 场 的 消 设 定理 (LK3]) 设 M 是 一 个 Kihler 
流 形 ， 我 们 用 TM 及 T*M 3 示 M 的 全 纯 切 向 量 从 及 全 纯 余 切 向 
TA. fi S"TM 及 S"T*M 分 别 为 TM 及 T*M 的 mm 次 对 称 张 量 
积 , HI S"T M 及 S"T* M 的 截 影 就 是 M 上 的 mn 阶 反 变 及 协 变 对 称 
张 量 场 。 小 林 《[K3]) 的 定理 是 MERA., Miti Kabler ği 
Æ, MEN Ricci 曲率 是 非 负 的 ， 则 S"T*M 的 全 纯 截 影 必 恒 等 
FE; BEN Ricci 曲率 是 非 正 的 ， 则 SOTM 的 全 纯 截 影 必 便 等 
于 零 ， 其 中 m= 1,2,…。 关 于 这 个 定理 有 两 点 要 指出 。 第 一 ， 这 
定理 是 1955 年 之 后 第 一 个 真正 用 到 Berger 分 类 定理 的 结果 .其 
次 ， 这 条 定理 的 重要 性 是 和 代数 几何 上 的 Kodaira 维 数 ARH. 
读者 可 以 参阅 [K3] 和 综合 报告 [K1] 内 的 讨论 ， 以 及 [K1] 中 所 列 
举 的 有 关 文献 。[K3] 的 证 明和 上 面 (e) 所 提 及 的 证 明 很 相近 。 首 
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Jc jg Kahler 流 形 的 de Rham 分 M 定理 将 问题 简化 为 M 是 不 可 约 
流 形 的 情形 。 由 引 理 11 知道 M 的 和 乐 群 只 有 UCm,SUCn) 和 


S(Z) 这 三 种 可 能 性 《在 [K1J 和 [K3] 中 都 多 加 了 Sp( 号 )x UD) 


= S (7) S002) 这 种 可 能 性 .这 是 不 正确 的 , 见 $ 2 定理 2 下 面 的 


按 语 ) .由 Bochner 技 巧 可 知 在 给 出 的 曲率 条 件 下 ,S"TM 或 S™T*M 
的 全 纯 截 影 一 定 是 平行 的 。 命 该 截 影 为 ,于 是 在 一 点 x E, 9 0O 
是 在 瑟 作 用 下 不 变 的 张 量 ,但 是 由 标准 的 表示 理论 得 知 ,UCn)， 
SU(n) a Sp(n/2) 46 S"Mz R STM? 上 的 表示 都 是 不 可 约 的 ， 所 
以 w(x) =0, 即 y 二 0。 


附录 de Rham 分 解 定理 


设 M 是 一 个 任意 的 黎 曼 流 形 ， 其 整体 和 乐 群 H* 保持 切 空 间 
Mz 的 一 个 真子 空间 V: 不 变 , 则 de Rham 分 解 定理 的 局 部 的 部 分 
断言 : M 必 局 部 等 距 于 两 个 维 数 大 于 零 的 黎 曼 流 形 的 积 .分 解 定理 
的 大 范围 部 分 则 断言 ， 若 M 是 完备 、 单 连通 的 ， 则 M 必 等 距 于 两 
个 维 数 大 于 零 的 黎 曼 流 形 的 积 。 下 面 我 们 把 这 两 个 断言 精确 地 加 
以 叙述 。 设 V: 是 V: 在 Mz 中 的 正 交 补 空间 ， 用 第 一 和 乐 原理 得 
入 !, 每 一 个 V"(a = 1,2) 在 M 上 平行 移动 使 得 到 切 子 从 .F "(用 LCV] 
foi, HU." 称 为 M 上 的 分 布 );。 在 下 面 要 证 明 .9 是 完全 可 
Pul. JH M" RT’ 的 通过 x 的 极 大 积分 子 流 形 ， 并 在 Me ER 
了 予 由 M 所 诱导 的 黎 曼 度量 ， 则 前 而 所 说 的 两 个 断言 分 别 就 是 

定理 3( 局 部 分 解 定理 ) x 在 M,M',M? EA REG ADIRUSU!, 
U’, 使 得 U 与 U'xU* 等 距 。 

定理 4(de Rham 分 解 定理 ) 设 M 是 完备 、 单 连通 黎 曼 流 形 ， 
则 M 与 M' x M? 等 距 。 

在 下 面 我 们 要 证 明定 理 3 ,并 给 出 定理 4 的 证 明 的 主要 想法 。 
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首先 指出 定理 3 有 如 下 的 推论 ， 

定理 5 ”假设 M 是 一 个 任意 的 黎 曼 流 形 ,xE M。 又 设 Mz 可 以 
写成 正 交 直 和 M: =VOV'DOv™, WEA H* EV? 上 的 作用 
是 平凡 的 ， 同 时 每 个 Vi 满足 H*(V1)CVi, 且 H+* 在 V1 上 的 作用 
是 不 可 约 的 WH*=H xX x 五 n， 其 中 每 个 互 ! 是 H* 的 正规 子 
TÉ, Hy EVI G+) EAS ER OE LAH EV ERE ERA 
的 。 此 外 ,x 有 一 个 邻 域 U, 它 等 中 于 积 流 形 N? X Nt Xx ex NI, 
其 中 dim Ni= dim Vi, Vi, 而 且 N? 是 平坦 的 。 

读者 应 当 将 定理 5 与 引 理 1 对比， 以 考察 其 中 的 异同 之 处 。 
同 理 ， 定 理 4 也 有 如 下 的 推论 ， 仍 称 为 de Rham 分 解 定理 ， 

定理 6 设 M 是 完备 、 单 连通 的 黎 曼 流 形 ， 则 有 

G) M 等 距 于 REx M!x*… x M", 其 中 k 之 0, 每 个 Mi 是 不 可 
约 、 单 连通 的 完备 黎 曼 流 形 , 

Gi) R* 的 维 数 k 是 唯一 确定 的 ， 而 且 〈 除 了 次 序 之 外 )? 访 形 
M! MP 也 是 唯一 确定 的 。 

Gii) 车 号 是 M 的 和 乐 群 , Hi 是 M' 的 和 乐 群 , NJH H, x 
eX Hm 同 构 ， 

定理 6 中 的 R* 称 为 M 的 欧 氏 因子 。 

从 定理 3 到 定理 5 只 是 一 个 初等 的 归纳 法 步 又 〈 对 和 进行 归 
纳 ), 加 上 所 谓 的 factorization lemma ( 见 L[KN], 附 录 7)。 细 节 可 
看 [KN] 第 184 页 。 定理 6 是 引 理 2 、 定 理 4、 加 上 典范 分 解 (2) 的 
唯一 性 的 平凡 推论 ， 

现在 证 明定 理 3 。 首 先 请 读者 温习 一 下 关于 积 流 形 的 基本 知 
识 〈 见 (11) 的 证 明 )。 第 一 和 乐 原理 给 出 .二 " 的 定义 是 

T=), Vy vi, 

其 中 是 从 x 到 y 的 曲线 ,是 对 应 的 平行 移动 6:Ms 一 My。 现 
要 证 明 77 是 完全 可 积 的 。 设 M 的 Levi-Civita 连 络 记 作 D. 

引 理 12 XAT MRE ( 即 X 是 M 上 的 向 量 场 ， 使 得 
YyE M,XGD € £7" QD, BET IEXBSIS SES Y,D X BET” 
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的 截 影 。 
证 明 设 Y 是 M 上 的 曲线 ,使 得 YC(0) =y,Y’(0) =Y, 则 由 
DrX 的 定义 ( 见 [W3] 的 $2) 得 到 


DrX) = lim C97 QC) -XO 


其 中 9», 指 平移 同 构 yj Myr Moe HT? HELT MIX 
PADET Y), Vt. BIAOYX)G)€.7*G). HF y 的 任意 
性 ， 引 理 得 证 。 

由 D 的 无 挠 人 性 得 到 ， 对 于 任意 的 向 量 场 X,Y 有 

[X,Y]=DxY -DyX. 

如 果 X,Y OE. 的 截 影 , 则 引 理 12 AX VIBE? 的 
RE, MAT 是 完全 可 积 的 。 

定理 5 的 证 明 VEM? E 的 通过 x 的 极 大 积分 子 流 形 。 
由 Frobenius 定 理 ， 加 上 一 个 初等 的 推导 ， 知 道 x ABRU RE 
NERD U 上 的 举 标 函数 {x'，… ,x*,y'，,…,y!} 使 得 

(a) x" (x) 2 y^ x)=0, Vaz 1, e, k, Vp o 1, nl, 

(b) Us (Ix*| <1, ly" ] <1:1<a<k, 1x), 

Co) EG, erap) ERF, |a, | CLIIU N {x° 7a, :1« ask) e 
了? 的 积分 子 流 形 ， 

(d) f(b, , 5,9 RI [Oe] <1, MU UN (y^ =b, 1<e<l)} 
T' 的 积分 子 流 形 。 
所 以 MInD = (G7 ,x*,0,,0:|x^ | <t, Va ARM? NU = 
(€0, 75,0, 9! , 9 0: [y^ | 1, VE}. UE X. x TEM! 内 的 邻 域 U? 
A U' zm, x5) 1 |x* | <1, Va), REM 在 M* 内 的 邻 域 U? 
3 U*s(Q ns): I1, VA}. EX 9:U' x UU, HB 

9G, nm xk) Cuts eres yt) = Gh conch yh, y! ), 
BR’? EDS. HEE’ 是 否 等 距 ? 命 M 的 度量 为 9。 由 于 
FILS H VLLV’), BL 
IXeY:)=0, Ya=i, =k, YH= 1, ssl, 


146 


Ht X ot Yam uo. BIA 


9 = 9, g,, Ax? dx? + Sga, dy dy’, 
Lm] Asr 


其 中 gop, ga, BE (55 xh yh hy!) 的 函数 。 但 是 ， 实 际 上 
Gap RRB Y=, Y), gu, RR =E, KE), 为 此 ， 
只 需 证 明 前 者 ， 即 


sat =0, Va,B=1,,k, Valet, (TD 


' 这 是 因为 


S058 = Y GOCGoX)) 
=g(Dr,Xo Xs) *gOX S Dy, Xp). 


但 是 Dy,X。= Dx, Yet lY¥asXal= =Dx,Y r. pine iin E 
是 .77! HRE, TD Y, ES HRB. BARI Dn (0, BF 
EL Dy X, 2 Dy Y, B&B Dy,X。=0.C77) 式 得 证 。 同 理 ,9 ,不 

依赖 x',…,x*。 因 此 


g= >)gop(xz)dx" dx? + S g,, ()dy* dy’, 
ap a 


显然 右边 的 第 一 项 是 9 EM 上 的 诱导 度量 ， 第 二 项 是 9 EM 上 
的 诱导 度量 。 根 据 U' x U* 的 积 度量 的 定义 ( 见 (11) 以 下 的 讨论 )， 
U 与 UV!xU? 在 映射 ”下 是 等 距 的 。 定 理 3 证 毕 。 

定理 4 的 证 明 定理 4 目前 有 三 个 不 同 的 证 法 . 第 一 个 是 
de Rham 原来 的 证 明 ([RH])， 其 次 是 Kobayashi-Nomizu 的 证 明 
(CEKN] 第 四 章 $6). 第 三 个 是 [WU1] 的 证 明 。de Rham 的 证 明 依 
SGA monodromy RH, 直观 的 想法 如 下 。 问 题 的 焦点 是 如 何 构 
造 一 个 从 MM 到 M' x M 的 映射 ?, 使 得 ?是 整体 等 距 的 。 如 果 能 够 
定义 这 个 9, 则 证 明 9 是 等 距 便 是 比较 容易 做 到 的 。 由 定理 3， 已 
知 ? 在 xE MFC, EM x M* 的 邻近 有 定义 。 当 然 在 定理 3 H, 
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x 是 任意 的 ， 所 以 可 以 重复 用 定理 3 ,逐步 将 映射 9:U>U! xU? 
(定理 3 中 的 记号 ) 的 定义 域 延 拓 到 MM 本身。 这 种 延 拓 的 可 能 性 
依赖 于 M 的 单 连 通 性 以 及 等 距 映 射 的 刚 硬 性 (Bi; 如 果 91,9; 是 
任意 的 在 W 上 有 定义 的 等 距 映 射 ， 并 且 在 一 点 xEW 有 ?1Cx) = 
Pax), dP, (x) = do, x), WP. =). XX 种 延 拓 的 过 程 与 单 复 变 函 
数论 中 将 智 级 数 的 定义 域 解析 延 拓 到 最 大 定义 域 的 做 法 ， 在 形式 
上 是 完全 一 样 的 。 

下 面 我 们 比较 直观 地 说 明 投 影 p。:M 一 M" Ca 7 1,2) 的 构造 方 
法 。 KEERA" 是 平行 的 ， 所 以 它 的 积分 流 形 必定 是 全 测 地 
AY, MEM" 内 的 测 地 线 也 是 M 内 的 测 地 线 。 由 M 的 完备 性 , M 上 的 
测 地 线 可 以 无 限 延伸 ， 因 此 M 内 的 测 地 线 也 能 无 限 延伸 ， 于 是 
M° 也 是 完备 的 〈Hopf-Rinow 定理 )。 对 于 yE M, 则 有 最 短 测 地 
线 7:[0,1]->M 连 结 x fl y, BL VCO) 2x,Y(D 2 y. IX -v'(5€ 
Mz, ARES AAD Mz = VIGV?, 则 X 可 分 解 为 

X=XIitXs, XEV’, 
AF V*-M$, HRM* 是 M 的 完备 全 测 地 子 流 形 ， 故 指数 映射 
expz:V*-» M* 就 是 expz 在 V” 上 的 限制 ， 于 是 命 
y, s exp; X, € M*, 
Pa(y) =yoy 
则 映射 ?= (p, p20:M—M'xM 实际 上 是 可 微 同 胚 ( 见 L[WU1]). 
由 定理 3 , M 在 每 一 点 y 有 唯一 确定 的 等 距 分 解 , 故 M 在 y 处 的 黎 
[3:3 QUE 2 
ds? = ds? + ds?, 

容易 证 明 ds? 恰好 是 M* 在 p. C) 的 诱导 黎 曼 度量 ， 因 此 M 等 距 
于 积 流 形 M'x M*。 定 理 AERE. 

最 后 应 该 指出 ,[WU1] 所 给 出 的 de Rham 分 解 定理 的 证 明 是 
能 够 将 这 个 分 解 定理 推广 到 非 正定 黎 曼 度量 的 情形 的 。 不 幸 这 篇 
文章 写 得 十 分 难 念 。 但 是 ， 如 果 只 要 证 明 普 通 正定 黎 曼 度量 的 分 
解 定理 ， 则 [WU1J 的 第 309 页 直接 给 出 了 一 个 简单 的 证 明 ， 它 用 
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到 Ambrose 的 等 虐 映 照 定 理 (LAM D. 后 者 是 一 个 非常 基本 的 结 
果 ， 反 正 是 值得 学 习 的 。 事 实 上 ，0" Neill 的 文章 [ON] 已 大 大 简 
化 了 [AM] 一 文中 的 原 证 明 。 所 以 ， 如 果 把 LON],[AM] 和 [WU1l] 
的 第 309 页 合并 在 一 起 ， 便 会 得 到 一 个 爽快 的 、 在 概念 上 是 明确 
的 de Rham 分 解 定理 的 证 明 。 — 
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[EX NES EI 


在 本 章 我 们 要 讨论 Cheeger 和 Cromoll 关于 有 非 负 截面 曲率 
或 非 负 Ricci 曲率 的 非 紧 完备 黎 曼 流 形 的 结构 定 B (S 看 [CG1] 
和 [ccG2])。 首 先 我 们 对 于 不 属于 本 章 讨论 范围 的 非 紧 Ut 形 的 结 
果 作 一 些 简 要 的 介绍 。 

根据 Cartan-Hadamard 定理 ， 截 面 曲率 非 正 的 完备 黎 曼 流 形 
M 的 通用 覆盖 流 形 与 欧 氏 空间 可 微 同 胚 ， 因 此 它 的 二 阶 以 上 的 同 
伦 群 m CM) =0(Ci>2)。 所 以 这 种 流 形 的 拓扑 结构 和 几何 结构 或 
多 或 少 被 它 的 基本 群 zx(M) 所 控制 。 例 如 ， 当 M 是 截面 曲率 dE 
正 的 紧 致 黎 曼 流 形 时 ， 如 果 它 的 基本 群 716M) = Dux Psy ERU 
有 非 平凡 的 中 心 ， 则 M 本 身 等 距 于 积 流 形 Mix Mi, XB Mi 的 
BARRE. 这 是 所 谓 的 Gromoll-Lawson-Wolf-Yau 4} Zi 
定理 ， 参 看 [CE] 的 最 后 一 章 。 又 例如 我 们 在 前 面 的 第 二 章 8 4 已 
赂 微 讨论 了 Mostow 刚性 定理 对 于 微分 几何 的 启示 ， 就 是 说 如 果 
M 是 一 个 紧 致 的 截面 曲率 非 正 的 黎 曼 流 形 ， 而 且 M 的 截面 曲率 像 
一 个 秩 之 2 的 非 紧 、 单 连通 对 称 空间 一 样 常常 等 于 零 ， 则 M 的 基 
本 群 决定 一 切 。 另 一 方面 ， 从 拓扑 学 的 眼光 看 来 ， 截 面 曲率 
-cx<<0 的 完备 流 形 和 截面 曲率 K 和 0 的 完备 流 形 没有 什 ATA, 
因为 反正 它们 的 通用 覆盖 流 形 都 与 欧 氏 空间 同 胚 。 但 是 在 几何 上 
两 者 有 很 大 的 区 别 ， 因 为 它们 的 测 地 线 的 整体 结构 截然 有 异 。 比 
方 说 ， 它 们 的 测 地 流 就 有 很 大 的 区 别 。 参 阅 LEBN] 及 综合 报 告 
[EB]。 对 于 Ricci 曲率 Ric<0 或 Ric<0 的 完备 流 形 ， 一 直 所 知 
其 少 ， 大 家 都 不 得 其 解 。 但 是 最 近 高 志和 勇 及 丘成桐 的 工 作 [GY] 
带 来 了 突破 性 的 信息 。 他 们 证 明 任何 紧 致 的 三 维 流 形 都 可 以 赋予 
一 个 Ric «0 的 黎 曼 度量 .现在 大 家 猜测 ,至 少 所 有 单位 球面 5” 
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(n 之 3) 都 会 具有 Ric<0 的 黎 曼 度量 . 甚至 可 能 任何 紧 致 微分 流 形 
( 维 数 宇 3) 都 具有 Ric<0 的 黎 曼 度量 . 至 少 [GY] 已 告诉 我 们 为 什 
么 Ric<0 的 黎 曼 度量 不 能 控制 一 个 流 形 的 拓扑 . 但 是 ,如 果 我 们 
要 求 一 个 Kahler 度量 满足 Ric 和 0 或 Ric<<0, 则 这 个 度量 会 立刻 
控制 该 复 流 形 的 复 结构 . 例如 ,有 名 的 Kodaira 嵌入 定理 ( 见 
[LGH]) 蕴 涵 一 个 紧 致 的 满足 Ric<0 的 Kahler 流 形 一 定 是 一 个 代 
数 流 形 . 另 一 个 好 例子 是 第 二 章 $ 4 中 (f) 所 讨论 的 Kobayashi 定 
理 . 相反 地 ,我 们 对 于 Ric>0 R Ric>0 的 黎 曼 度量 的 认识 比较 
多 . 经 典 的 Bonnet-Myers 定理 ( 见 LCE]) 说 :一 个 完备 的 满足 Ric 
>ho 的 黎 曼 流 形 一 定 是 紧 致 的 . 从 下 文 要 讨论 的 定理 1, 我 们 
又 可 以 推 知 :如 果 M 是 一 个 紧 致 的 具有 拟 正 Ricci 曲率 ( 即 Ric 之 
0, 且 在 某 一 点 上 Ric 00 0928 S LE , N mm(CM) 一 定 是 一 个 有 限 
群 . 在 本 章 的 后 面 我 们 也 会 提 到 [SY] 在 这 方面 的 重要 结果 . 当然 ， 
一 个 满足 Ric>0 R Ric>o 的 Kahler 流 形 会 有 更 刚 硬 的 结构 . 参 
看 第 二 章 8 4 中 (e) 的 讨论 ,及 [B],[HSW] 和 [W2]. 在 这 里 我 们 
不 打算 讨论 复 的 情况 . 所 以 ,与 下 面 所 讨论 的 黎 曼 流 形 的 定理 对 应 
的 Kahler 情形 ,请 参阅 [GEW1J 和 [W1]. 

我 们 要 证 明 的 第 一 个 结果 是 

定理 1 若 MM 是 有 非 负 Ricci 曲率 的 紧 致 黎 曼 流 形 , 则 M 的 
通用 窗 盖 流 形 MEEF M X Rr M' 是 紧 致 黎 曼 流 形 RR 
有 标准 的 平坦 黎 曼 度量 . 

这 是 Cheeger-Gromoll 的 有 非 负 Ricci 曲率 的 紧 致 流 形 的 结 
构 定 理 ( 参 看 [CG1]). 它 的 证 明 的 关键 是 下 面 的 定理 2, 为 此 先 人 氢 
述 一 个 定义 . 所 谓 流 形 M 上 的 一 条 直线 是 指 M 上 的 以 弧 长 为 参 
数 的 测 地 线 ( 称 之 为 正规 测 地 线 )Y:R->M, 使 得 对 于 任意 的 s,zE 
R 都 有 dl7(s),Y(4)) 二 1s 一 1. 这 就 是 说 ,直线 是 定义 在 整 条 实数 
轴 上 的 测 地 线 , 并 且 它 上 面 的 任意 一 段 都 是 流 形 M 上 连结 它 的 两 
个 端点 的 最 短线 . 例如 Rs 中 圆柱 面 上 的 直 母 线 就 是 圆柱 面 上 的 直 
X. 
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定理 2 设 M 是 有 非 负 Rieci 曲率 的 非 紧 完备 黎 曼 流 形 。 E 
M 包 含 一 条 直线 ， 则 M 必 等 距 于 M'xR, 其 中 M 是 有 非 负 
Ricci 曲率 的 完备 黎 曼 流 形 。 

上 述 定理 在 截面 曲率 K 兰 0 的 条 件 下 首先 是 由 Toponogov 给 
出 的 〈 见 [CE])， 目 前 的 推广 形式 是 由 Cheeger-Gromoli 证 明 的 
([Ccl])。 

定理 5 若 M 是 非 紧 完 备 的 ” 维 黎 曼 流 形 ， 它 的 截面 曲率 K 
0, MBS R^ 可 微 同 胚 。 

R 中 的 旋转 抛物 面 2=x*+y? 就 是 定理 3 的 典型 例子 ， 这 个 
定理 最 早出 现在 LGM]。 他 们 用 广义 的 Poincaré 猜想 证 明了 定理 
在 rn 之 5 时 成 立 。 在 [CG2J] 中 ，Cheeger 和 Gromoll 证 明了 M 和 
R" 是 同 胚 的 。 这 个 结论 当然 比 定理 3 要 弱 ， 因为 根据 Donaldson 
和 Freedman 等 人 的 结果 ， 在 n=4 时 ， 和 R' 同 胚 的 流 形 不 一 定 
与 R' 是 可 微 同 胚 的 《 见 [K])。 在 1976 年 ，W.Poor 用 另 外 的 Jj 
法 完全 地 证 明了 这 个 定理 ， 参 看 [PJ. 在 这 里 , 我们 要 叙述 
[GEWI] 所 给 出 的 证 明 的 大 意 。 再 一 个 要 讲 到 的 结果 是 

定理 4 设 M 是 非 紧 的 完备 黎 曼 流 形 ， 它 的 截面 曲率 K>O0, 
则 M 必 与 它 的 一 个 紧 致 全 测 地 子 流 形 同 伦 等 价 。 

例如 ， 欧 氏 空间 (K=0) 与 一 点 是 同 伦 等 价 的 。 当 K>0 时 ， 
定理 3 告诉 我 们 ， 非 紧 完备 的 M 是 与 R* 可 微 同 胚 的 ， 因 DEM UL 
与 一 点 同 伦 等 价 。 由 此 可 见 ， 在 考虑 之 0 的 流 形 的 微分 拓扑 时 ， 
基本 上 不 必 考 虑 非 紧 情形 ， 只 要 研究 紧 致 情形 就 行 了 。 我 们 在 本 
章 最 后 一 个 注 记 中 给 出 了 构造 紧 致 全 测 地 子 流 形 的 基本 想法 。 完 
全 地 证 明定 理 4 需要 较 大 的 篇 幅 ， 读 者 可 看 [CG2] 或 LCE] 的 第 八 
章 。 

假定 M 是 完备 的 非 紧 致 歼 曼 流 形 。 当 曲率 (比如 截面 曲率 、 
Ricci 曲率 等 等 ) 取 一 定 的 符号 时 ， 关 于 一 条 射线 的 Busemann 轩 
数据 供 了 这 个 流 形 的 许多 信息 。 设 OE M，7 是 M 上 从 D 出 发 的 
一 条 射线 ， 即 7 是 定义 在 [0, + c) 上 的 正规 测 地 线 7:[0, + ce) 一 
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MF B. Y(O)0 —0, XI T EX simo 都 有 4d(7(s),7(1))= 
|s—t|. 容易 证 明 , 在 完备 黎 曼 流 形 M 上 过 每 一 点 至 少 有 一 条 射 
线 的 充分 必要 条 件 为 流 形 M 是 非 紧 的 (习题 ). 对 于 :之 0, 定 义 函 数 
fG)-t-—d(zY0)0, Vx€ M. a 
A DER, RROK C5. 0E M 的 任意 一 个 紧 致 子 集 上 是 一 臻 
有 界 的 ,并 且 对 任意 一 个 定点 x € M. f GO BERE M IK 
的 . 这 两 个 性 质 都 是 距离 函数 的 三 角 不 等 式 的 推论 . 首先 
LA5G)|- lt ~ d(x, Ya»| 
= |4«0,*(0) — dz,Y(G»)| 
<d4d(0,z), 
所 以 在 M WRT X 上 ,只 要 取 :一 maxd(O,z), 则 对 任意 的 
r€X Krizo RA 
15G)| « 4. 
其 次 ,对 于 0<s<: 我 们 有 (图 2) 
万 (z) 一 户 (z) 
= (t — s) + d(z,%s)) 一 CCzyGD) 
= d(YG),Y()) + déz,YG)) — déz,Y()) 
>o. 


因此 , {应} 的 极限 函数 fy 是 存在 的 , 命 
F(z) = jim fF). (2) 
同时 可 以 证 明 函 数 族 (65 120) e 88 E E E B8) EL UC h Ascoli- 
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Arzela 定理 ,函数 fy 是 连续 的 . 事实 上 ,万 有 更 好 的 性 质 : 它 们 是 
Lipschitz 常数 为 1 的 Lipschitz 函数 , 即 
AGO — f| IdG.Y() — dC YO» 
x d(z,y). (3) 
这 样 ,极限 函数 户 不 仅仅 是 连续 的 ,而 且 也 是 常数 为 1 的 
Lipschitz 函数 . 我 们 称 户 为 关于 射线 7 的 Busemann 函数 (简称 
7j Y 的 B- 函 数 ). 

我 们 对 Y 的 B- 函 数 先 作 一 番 考 察 : 

O MES, 则 函数 s BO ICE E CRI M 上 使 函数 f; 取 某 党 
数值 的 子 集 ) 与 函数 rdlr AKERE S. 因此 ， 
f AKERE M 上 以 7(2) 为 中 心 的 测 地 球面 . 因为 Slims, 
dk 方 的 水 平 集 是 以 点 Y( 十 ce) 为 中 心 的 测 地 球面 所以, 从 直观 
上 说 f 差不多 是 以 y(:) 为 中 心 的 距离 函数 ,而 S 差不多 是 以 无 
穷 远 点 Y( 十 co) 为 中 心 的 距离 函数 . 促使 这 种 考虑 的 因素 之 一 是 : 
对 于 单 连通 的 截面 曲率 K «co 的 黎 曼 流 形 ， 最 重要 的 函数 是 距离 
函数 p(x) 二 d(O,z), 它 具 有 性 质 D*p? 之 0, 所 以 p 是 凸 函 数 , 在 
K>0 的 情形 作对 偶 的 考虑 ,这 就 是 取 中 心 在 无 穷 远 点 Y 0109) 
的 距离 函数 . 我 们 期 望 f, 会 是 凸 函 数 , 这 在 [CG2] 中 首次 得 到 证 
Bj. 

Gi) 24 z—Y(OWBE E s WA 

f0QG)-s—dG.Y()) =t, 
FEA) =t. 由 此 可 见 函 数 户 没 有 上 界 . 若 M 包含 一 条 直线 
Y,(—oo, +09) M ft Y* =7 | [0,400 WA 
fraa =t, 
所 以 函数 户 + 既 无 上 界 , 亦 无 下 界 . 

Gi) 一 般 说 来 ,在 非 负 曲率 情形 函数 fy 不 是 C! 的 , 这 使 以 
后 的 证 明 复 杂 化 了 . 但 是 fy EE Lipschitz 常数 为 1 A Lipschitz i8 
数 , 所 以 户 是 几乎 处 处 可 微 的 ,而 且 在 户 可 微 的 地 方 有 
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ldf,|«i. 

下 面 给 出 Busemann 函数 的 一 些 例子 ， 

例 1 WM-R. 7 是正 向 x- 轴 ， 则 fy 是 *- 坐 标 函 数 , 即 
»7X (3). 


W2 设 M=R", 点 xE MIS Gd, yx"), BUY HIE TY 

x"-h&5, WU 
4) =x", 

AS 设 M={(x,y,z)ER’:x?+z?=1}), 这 是 R? 中 的 贺 柱 
TE. d) = (0,5,0), #0, SS, 是 R? 中 的 y- 坐 标 函 数 在 回 
柱 面 M 上 的 限制 。 

例 4 在 例 3 中 ， 取 Y(t)= (a,i,b), 其 中 4,b 是 常数 ， 满 足 
fiat +b =l, WGA fy yi。 

Hitt Y(t) = (a, - 1,0), 120, W /,- 9 — glu. 24 Ca, b) 在 
单位 圆周 上 变动 时 ， 上 面 的 7 和 7- SREB TM EB 有 的 射 
线 ， 因 此 圆柱 面 M 上 仅 有 的 Busemann 函数 实质 上 是 y- 坐 标 函 数 
及 其 反 号 。 但是， 在 只: 中 Busemann 函数 却 要 多 得 多 。 由 此 便 
提出 一 个 问题 ， 车 在 一 个 非 紧 黎 曼 流 形 上 仅 有 两 个 其 符号 彼此 相 
反 的 Busemann 函数 〈 不 计 差 一 个 常数 的 其 余 Busemann 函数 )， 
则 该 流 形 的 结构 如 何 ? 这 个 问题 也 许 不 太 容易 。 
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BS WEM-D-(QG,) € Rx +y <1}, EDA fisse 
双 曲 度量 


_ 4Cdx?+dy’) 
dT (4) 


y(t) = (550), 6) 


则 ?是 M 上 过 (0,0) 的 一 条 射线 ， 它 的 Busemann 函数 是 
f, eal = nC PEE, E 

其 中 x*=x+iy。f, 的 水 平 集 是 图 4 所 示 的 贺 周 ( 称 为 极 RA, 
horocycle)。 请 读者 自行 证 明 以 上 事实 。 

射线 7 的 Busemann 函数 的 重要 性 在 于 流 形 M 的 曲率 特性 能 
够 表现 该 函数 的 性 质 。 具 体 地 说 ， 我 们 有 以 下 的 蕴含 关系 : 

CA) XE Ricz0, Mf, 是 次 调和 函数 ; 

(B) #Ric>0, Mls, 是 强 次 调 函 数 ; 

(C) E Kz0, Wf, EDAX, 
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(OD € x0, Ms, 是 本 质 强 凸 函数 。 
此 外 ， 还 有 -- 些 别 的 蕴含 关系 ， 可 参看 [W1]。 对 于 非 紧 黎 曼 OE 
形 的 了 解 就 是 从 以 上 蕴含 关系 逐渐 引申 出 来 的 。 要 说 清楚 上 面 这 
些 关 系 的 合 义 ， 我 们 必须 先 级 述 一 些 定义 ， 并 且 对 它们 的 历史 作 
一 些 简要 的 说 明 。 
假定 f 是 连续 函数 。 如 果 对 任意 一 点 xE M， 存 在 充分 小 的 
正 数 +r ， 使 得 在 测 地 球 B(x,r) 上 存在 调和 函数 满足 以 下 条 件 ， 
G) h|,s flog) Gi) BG NAA SSA, WRN KS BRA 
HER 〈 从 直观 上 看 ，j/ 是 次 调和 函数 的 意义 是 ， 在 每 一 点 附近 
f 总 是 在 有 相间 边界 值 的 调和 函数 的 下面)。 当 fEC? 时 ，f 是 
次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 


Af>0. 


注意 ， 这 里 的 A 是 在 黎 坚 流 形 M 上 作用 于 函数 上 的 通常 意义 的 
Laplace 算 子 ， 与 Hodge 理论 中 的 Laplace 算 子 差 一 个 符号 ， 如 果 
对 于 流 形 M 上 任意 一 条 正规 测 地 线 Y”，f。? 总 是 一 元 的 凸 函数 ， 
We / 是 M 上 的 凸 画 数 。 当 了 EC? 时 ， 函 数 MRED 
充分 必要 条 件 是 它 的 Hesian Df 是 半 正 定 的 ， 即 D'f20 CER 
f 的 Hessian 是 M 上 的 二 阶 协 变 对 称 张 量 ， 定 义 为 
Df (X,Y)=X(Yf)- (DxY)f, (7) 

其 中 X,YEMp，pE M。 右 端 中 的 Y 是 YE Mp fe n 的 邻 域内 任 
ROTHER. BCC 时 ， 如 果 Aj/>>0， 则 称 了 是 强 次 调 和 
的 ;如果 Dzf>0， 则 称 f 是 强 凸 的 。 但 是 对 于 连续 而 非 "T fi 的 
函数 ， 它 们 的 强 次 调和 性 及 强 凸 性 的 定义 则 需 作 精心 的 设计 。 

先 假定 /EC:。 若 了 是 强 凸 的 ， 则 D/>0 对 于 任意 的 正规 
WHEY, REC 210) 20. h Taylor 展 式 不 难得 到 


d « YY O)= lind ( e ve) f «vC - 0 22f e HOD}. 


值得 注意 的 是 ， 上 式 右边 的 差 商 对 于 连续 函数 是 有 意义 的 。 由 此 
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可 把 连续 函数 的 强 凸 性 定义 如 下 : 设 /是 M 上 的 连续 函数 。 对 
于 任意 一 点 YE M， 以 及 通过 y 的 任意 一 条 正规 测 地 线 7:(- 6,6) 
>M, V0) =y, t 


Cf (7) = lim inf HS o 10) +f e Y(-) -2/ YC0)}, (8) 


Cf) = int CECY, Y). (9) 


如 果 在 每 一 点 xE M， 都 有 x 的 一 个 邻 域 U 及 正 数 c， 使 得 当 y 
EU 时 都 有 
CEO), a0) 


则 称 / 是 M 上 的 强 凸 画 数 。 显 然 ， 当 fEC? 时， 
inf Cf(y,7) = min D?f(X,X), 
> XeMy 
IPSE 
所 以 在 SEC Bj, 000 29D? /70, KEL f AES S ERIS R 
件 。 
强 次 调和 函数 的 情形 比较 复杂 。 先 设 SEC’, Bix NRA 
x 为 中 心 、 以 r 为 半径 的 测 地 球 。 又 设 0: 是 BCx,r) 上 以 x 为 
奇 点 的 Green 函数 ， 即 o. 是 下 列 边界 问题 的 基本 解 : 


Ao; =6z, 
11 
{ orlon=0, aD 
其 中 ôs 是 Dirac 5- 函 数 。 由 Green 公式 得 到 

f(x)= fxdo, + 9.* Af, a2) 

RE uf. 

其 中 # 是 Hodge 星 算 子 。 简 单 的 计算 表明 
ml} f o, Af= -2nA1(o， a) 


Bidet) 


其 中 n= dim M( 参 看 [F])。 这样， 
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Afco = - L limh Sfo- | (m) aw 
eB(zsf) 
连续 函数 f 的 强 次 调和 性 定义 如 下 ;如果 在 每 一 点 xE M， 存在 
x 的 一 个 邻 域 UU 及 正 数 。， 使 得 对 任意 的 yeU 都 有 
i f fx*dor -f(y) }>。 (15) 


eB(yor) 


Wes f 是 强 次 调和 的 。 当 /€C* 时 ，Sf = Af。 由 此 可 见 , 算 子 S 
是 十 分 重要 的 ， 它 是 连续 函数 所 成 的 代数 上 Laplace HF hy t 
5. 

很 明显 ， 强 凸 性 〈 强 次 调和 性 ) BSB CA). 
事实 上 ，f 是 凸 函 数 的 条 件 可 以 表 成 Cf>>0， 是 次 调 和 函数 的 
条 件 可 以 表 成 Sf>0。 

最 后 我 们 来 解释 f 是 本 质 强 凸 函 数 的 意义 。 设 f 是 M 上 的 连 
续 函 数 。 如 果 对 于 任意 一 个 满足 条 件 


X'(0020, Xx'(»0 


的 光滑 函数 RR, AUR x f 是 强 凸 函数 ， 则 称 f 是 本 质 强 
GX. REZ, MRS 与 任意 一 个 单调 递增 的 光滑 强 凸 函数 复 
合 之 后 是 一 个 强 凸 函数 ， 则 f 是 本 质 强 凸 的 显然 ， 强 凸 性 要 比 
本 质 强 凸 性 来 得 强 。 在 蕴含 关系 (D) 中 本 质 强 凸 的 结论 不 能 换 成 
mitt, AAS, 限制 在 EH, F/O) =t, d P, 不 是 强 凸 
函数 。 
现在 让 我 们 初步 看 一 看 ， 为 什么 截面 曲率 控制 函数 的 凸 性 ， 
而 Ricci 曲率 却 控制 函数 的 次 调和 性 。 为 简单 起 见 ,不 妨 在 1,292 
次 连续 可 微 的 地 方 考虑 。 在 蕴含 关系 (A) 一 (D) 中 ， fy 的 性 质 都 
SDs, AX. Df, 是 对 称 的 二 阶 协 变 张 量 ， 假 定 它 的 特征 值 是 
Arran US, BBR RRA) 等 价 于 每 一 个 特 征 值 
AU(Z0 (或 和 >0)。 设 ebb…en 是 使 D*f, 对 角 化 的 单位 正 交 基 ， 
要 知道 每 一 个 A. 就 要 知道 包含 : 的 各 二 维 截 面 的 黎 曼 曲率 。 然 
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Sf Go slim D 


而 次 调和 性 的 意思 是 AS, =tr D'/,20, MZA >0. 因此， 控制 
A, 的 平均 值 只 要 知道 截面 曲率 的 平均 值 〈 也 就 是 Ricei hE) 就 
行 了 。 同 样 道理 ， 在 复 流 形 的 情形 ， 双 截 曲率 所 控制 的 是 多 次 调 
和 性 (pluri-subharmonicity), 

断言 (A) fü (C) 是 Cheeger-Gromoll 的 结果 (参看 [CG1]， 
[CG2])。(D) 是 Greene- Wu 得 到 的 (参看 [GEW1]), 但 是 它 或 
多 或 少 地 隐 含 在 [GM] 内 。 在 [下 1] 之 前 ,A) 和 (CC) 的 证 明 是 完全 
不 同和 的。 而 LW1] 对 它们 作 了 统一 的 、 程 式 化 的 处 理 。 下 面 我 们 
按照 [1 叙述 证 明 断 言 (A) 的 主要 思路 。 

已 知 函数 f 。 我 们 称 光 滑 函 数 g 在 点 xE M 支 撑 了 函数 f， 
如 果 在 * 的 一 个 邻 域内 成 立 9 三 f， 并 且 g(x) = f(x)。 支撑 函数 
提供 了 从 考虑 连续 函数 过 渡 到 考虑 光滑 函数 的 有 效 途径 。 若 光滑 
函数 9g 在 x 处 支撑 了 函数 f ， 则 由 定义 得 到 


Sf(x)>Sg(x) = Ag(*), 


Cf(x) zCg(x) = min D’g(X, X). 
X€Mz 
[^ 4,31 


因此 ， 为 证 明 断 言 (A)， 只 要 在 每 一 点 xE M 找 出 了 的 支撑 函数 
8, [ES AgCOZO 就 行 了 。 当 RicCMD >On, HA KA 
数 是 容易 构造 出 来 的 。 

设 Y 是 M 上 从 OO 点 出 发 的 一 条 射线 。 BEM, foo = 上 一 
d(x,y(1))。 固 定 x*€E M Kt€[0, + o2)， 考 虚 从 x BOR 
正规 测 地 线 C:C0,/]1- M, ERCO C="), Hla 
d(x,Y(t))。 iki, ff) =t 一!。 我 们 要 构造 在 *x 点 支撑 函数 SS 
的 gs。 设 B.C E Me 中 以 充分 小 的 正 数 6 为 半径 的 球 ， 使 得 
指数 映射 exps:B.(0) 一 M EKA, 因而 B,(0) 和 U=expz(B。 

《0)) 是 可 微 同 胚 和 的。 于 是 对 于 任意 的 JEU， 必 存在 YE 8B,(0)， 
使 得 y=expzY( 见 图 5)。 命 Y(s) 是 Y 沿 ?的 平行 向 量 场 ， 对 任 
is s€[0,7], id 
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(SG -expo (t -ivo }, 


WI £y:C0, 0] M 是 流 形 M 上 连结 y YOM R, FASS 
=f. tr 
9,0) =L) = BA Sy 的 长 度 ， 


gi 7-8, (16) 
则 gs 是 定义 在 U 上 的 光滑 函数 。 因 为 
3,G)24d(Q, YO», 
故 
g1Q) =t-9, Cy t - dy, Y) = FEY), 
并 且 


gi GO =t- d(x, y(t)) = f$ CO, 

HETH, g: 在 x 处 支撑 了 Sh. PORE H Ag. (x)。 

在 Mz 中 取 单 位 正 交 基 {el…en}， 使 e 2 C/C LE BHU 
中 给 出 的 测 地 法 坐标 是 (x!,…,x")， 因 此 测 地 线 $NU 的 方程 是 

x!(s)o2s-8í, 0<s<e, 
并 且 
9, (x',0, 0,0) 217 x!, 
所 以 
diro -0. 
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dC) s Brook 


m ag 
Agi CO -` Ta") 


=- e: S > das G. aD 
£e ox» 1Qx st 


很 明显 ， ur ORA Y D x! th RAE PM MKB MAC 


在 y=x 处 的 二 阶 微 商 。 设 Xt 是 ef = 527 | MBER CFB 
所 得 的 向 量 场 ， 考 虑 的 变 分 
fi Go) c expe(1 T) ex 0 
其 中 0<s<!，-e<u<e， 则 它 的 变 分 向 量 场 是 
v, C) =(1 -iya (OF 
HMKHBO TIARA 


ag, = [ri (s) |? v ( d 
eta C0 = [E^ C En Ree E^) OY 08 


«f. [i-( - Sy xac, x, c» Jas, (18) 


故 


i - 
Ag; GO =f- + ) Jas 
satel 9) 
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因为 g; 支撑 了 f$, AA 


shoa w>- 11. (20) 


对 于 固定 的 x, Ht ooh, I> +o, d 
Sfy (x) = lim Sf) 30, 
这 就 证 明了 f, 是 次 调和 少数 。 
用 同样 的 办 法 可 以 证 明 断 言 (C) HK GRRE AID. 
定理 2 的 证 明 设 7:R-~AM 是 一 条 直线 ， 记 Y* TY 
JH Y7 :L0, + 00) M 记 反 方向 的 射线 ， 即 


Y (0 2*(C-0. 


射线 7Y*+ 和 7 的 Busemann 函数 分 别 记 作 A 万。 因为 RiceCM) 
20, HCA AR 如 和 三 都 是 次 调和 函数 ， 即 


Af.20, Af->0, 


故 
AQ. +f-)20. (21) 


我 们 断言 f; + f- 是 M 上 的 非 正 函 数 。 实 际 上 对 于 任意 的 x€ M, 
BATA CLA 6) 


(f+ +f.) 
= lim (G-4G,Y(00)) + G-dG,YC- 8)))} 
= Jim (qu +s) -d(x,Y(0)) -d(x,Y(-5))) 
<0. 
但 是 ， 对 于 任意 的 上 E 尺 有 
Ga +F- =f AD Hf OE 
=f.) +f-07°(-)) 21-120. 
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所 以 函数 f, +f- 在 ”上 达到 它 的 最 大 值 。 根 据 极 值 原理 ,f+ + f- 
在 M 上 恒 等 于 零 ， 于 是 


f---f.. (22) 


因此 我 们 又 有 
Af- = - Af. «0, 


由 此 可 见 ，f; 和 f- 必须 是 M 上 的 调和 函数 。 根 据 经 典 的 Weyl 
引 理 ，f; 和 /f- 都 是 M 上 的 光滑 函数 (第 一 章 的 引 理 2 是 Wey1 引 
理 的 絮 形 式 ， 现 在 所 用 的 是 它 的 强 形式 ， 即 对 于 任意 的 黎 受 流 形 
M, REPCH(M), H.A?-0, BR 0€ A*OD. 也 可 以 用 
Feller 的 办 法 来 证 (LF]))。 

为 简便 起 见 ， 记 f = f,。 我 们 要 证 明 grad f 是 平行 的 单位 切 
向 量 场 。 首 先 注意 到 / 是 常数 为 1 的 Lipschitz 函 数 ,所 以 |gradf| 
<1. 因此 ， 我 们 只 要 在 每 一 点 xE M 找 出 一 个 单位 切 向 量 vE 
Mz, OA = 1 就 行 了 。 事 实 上 ， 如 果 这 样 的 切 向 St v 能 找 
到 ， 则 

jgrad f| = grad f| + |v] 
grad f,v>=v(f) =1, 

因此 只 能 是 1grad f| 二 1。 为 寻求 切 向 量 v， 我 们 取 一 个 单调 递增 
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并 趋 于 + oo 的 序列 {ts} ( 见 图 7)。 设 cx 是 连结 x ACM 最 
短 正规 测 地 线 。 由 于 {OC0)} 是 Mz 中 单位 球面 上 的 一 个 点 列 ， 
并 且 单 位 球面 是 紧 致 的 ， 故 在 {04.C0)} 中 必 有 收敛 子 序列 。 不 妨 
设 序列 {oC0)} 本 身 是 收敛 的 ， 命 

vlim Gk (OE Mz, 


设 0:[0, c0) M 是 从 x 出 发 、 并 与 v 相 切 的 正规 测 地 线 ， 则 
€ 显然 是 一 条 从 x 引出 的 射线 (事实 上 对 于 任意 的 <5, cs, — 
+00, d(o(s, 2,9 69) = lim d(0,C5),90,05) 25, 5). IP, 
由 于 测 地 线 关于 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ， 我 们 有 


lim o(s) = 0(s), 
ke 


命 f =fte, WA 
1/Co 655) - fela KCI 
<I fCo(s)) - fk COLS) | + [FCO CS) - FCO, GG) 
«|f(r()») - fiGOT G))| +d(0(8)), 2,05), 
所 以 
jim F(x (8)) = f(O(s)), (23) 


图 7 


用 Lx 记 测 地 线 ok 的 长 度 ， 则 对 每 一 个 固定 的 上 有 
f[4(4,G)) tk- (0, (5), YE)) ， 
` =t- (Ly 75) 28 (lp - Lg), 
因此 
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fíCO G0) 7 FO GA^)) 28-7, 
ikke +tco， 由 (23) 式 得 到 


f(o(s)) - f(a(s’)) =S 一 3 ， 


WS Uo. = 1， 即 wj) =1。 这 就 证 明 T grad f 是 M 上 的 单 


位 切 向 量 场 
为 证 明 grad f 是 平行 切 向 量 场 ， 我 们 提请 注意 第 一 章 的 (27) 
R: 设 {X1} 是 流 形 M 上 的 局 部 单位 正 交 标 架 场 ，{w!} 是 "E 的 对 


偶 余 标 架 场 ， 则 对 于 任意 的 一 次 微分 式 ? 有 


<Ar, >= DS] Dxs9l: & dAleI* + FCD, (24) 
i 
其 中 
FO) «me ACD Rx x P9) 
= Ric(g*, e*), (25) 
这 里 w* 是 9 的 借助 于 黎 曼 度量 诱导 的 对 偶 切 向 量 场 ， 即 对 ,于 任 


意 的 切 向 量 X 有 
(*,X»-9CX). 


现 命 ?=df， 因 为 Af=0, B Ae Ac df-de Af-0. 又 因为 
Jol = |dfl = |grad /| 1, k Ale]*-20. ZAifi Rie(M)20, ik 
F(9)20, TJ Q4) X 81 


之 |Dx,9|?=0, 
即 |1Dx,p| =0，VYi。 这 意味 着 9 = df 是 M 上 平行 的 一 次 微分 式 ， 
iik grad f = (df)* 是 M 上 的 平行 切 向 量 场 。 


因为 ”= grad f 是 M 上 的 平行 切 向 量 场 ， 故 及 其 在 每 一 点 
的 正 交 补 空间 给 出 的 分 布 7!+ 在 整体 和 乐 群 的 作用 下 是 保持 不 变 
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的 。 如 果 M 是 单 连通 的 ， 则 由 de Rham 分 解 定理 见 第 二 章 附 好 
定理 4)，M SIRT RR Mix Ms， 其 中 Mo M。 分别 是 分 布 
+ 和 2 的 通过 O = 7y(0) 的 极 大 积分 子 流 形 。 容 易 验 证 Mi 是 = 
0 的 水 平 超 曲面 (习题 )， 而 M 明显 地 等 距 于 只。 但 是 我 们 能 够 
得 到 更 多 一 些 结果 。 
对 于 任意 的 1ER， 设 M, ES ACE, BI 
M:={x:x€E M, H f(x) =t}. 

因为 |af1 = 1， 了 没有 临界 点 , 故 M EMMI Bw. Ales} 
表示 向 量 场所 确定 的 流 ， 即 9: 满足 条 件 


de, 


ds |i: ei (26) 
$9 =id:M—>M, 
并 且 
Psst =P: ° 9: MM. (27) 


在 完备 黎 曼 流 形 上 ， 有 界 切 向 量 场 〈 即 它 的 长 度 是 有 界 的 ) 必定 
是 完备 的 ， 即 它 所 决定 的 流 在 整个 实数 轴 及 上 有 定义 (参考 
[WSY] § 3 习题 3)。 由 于 12 | = 1， 故 9, 在 整个 实数 轴 上 有 定义 ， 
于 是 {9,:sER} 是 作用 在 M 上 的 单 参数 变换 群 。 对 于 固定 的 点 x 
€ M, HF 

DIO (già f, EOJ 


= [grad f|?=1, 


故 OC) - stÍGO,. HEAR, 9, EKER M: 映 到 水 平 集 
Meet, WE Z Pele, EA M: 到 M,,t OA, 
命 单 参数 变换 群 {?,} 的 通过 点 x 的 轨 线 是 
Ye) =P; (x), 
因为 六 是 平行 切 向 量 场 ， 故 7 是 通过 x 且 与 7 相 切 的 测 地 线 。 
水 平 超 曲 面 M: 恰好 是 这 族 测 地 线 的 正 交 轨 面 ， 而 且 是 M 中 的 全 
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山地 趋 曲面 ， 实 际 上 ，M: 的 第 二 基本 形式 是 

IG Y) 2«D$,Y»m0, | VX,YE€T. (OM, x€M, 
(参看 [WSY]，$4，8 13)。 由 此 可 知 M. 必 是 完备 的 ， 并 且 
Ric(M,)>0 (BHA. 

我 们 要 证 明 ， 对 于 任意 固定 的 siE 尺 ，9， :Mi 一 Ma: 是 等 
距 对 应 。 为 此 ， 设 xE M:，XoETzM:。 在 M: 中 任 取 一 条 曲线 
c(a), la| ce, MOCO) =x, 0/(0) = Xo。 fir 

F(a,b) »9,(0(a)) = Yaad), — V (a,b) € Co 6,5) x 0,5], 

WI F EMO 7200) (Oc) f) —4 exe. DH 


91. 
r(s)-7- 


a a 

x-r(2 

M X - X le-o BF HMI v. 的 变 分 向 量 场 ， 并 且 
XIbo=Xo， Xl oes = Pedal Xoo 


L4 


由 于 的 平行 性 及 [也 ,名 | -o, & 


aa’ ab 
DrX =D” + r([5-2]) -0. 


由 此 可 见 向 量 场 X 沿 轨 线 yz 是 平行 的 ， 特 别 是 
1@de(Xo|=1Xol, YXoET:(M:), 
因此 ?,:M, M. 是 等 距 映 射 。 
现在 定义 映射 ?:M。x R->M， 使 得 对 于 任意 的 mE M» SE 
RF 
9(m,s) 2 9,Cm), 
则 ”是 可 微 同 胚 ， 并 且 是 等 距 变 换 〈 请 读者 自己 验证 )。 证 毕 。 
定理 1 的 证 明 设 应 是 紧 致 黎 受 流 形 M 的 通用 覆盖 流 形 ， 
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用 对 于 从 M WESHIUR EE RE EUROS GEB SEAT SHE HAR 
盖 映 射 :用 ~M 是 局 部 等 距 .这 样 ,我 们 仍然 有 Ric D 290. 根据 
de Rham JER, M 等 距 于 积 流 形 M' XR, k>0, rh R E M 
的 欧 氏 因子 ,并 且 在 每 一 点 z€E 艇 有 
k = dim(v € Mh(v) = v, V h € H(z)). 

RREA@DEMECHARR. 上 式 右 端的 空间 恰 是 M. 内 
五 (zx) 的 作用 是 平凡 的 子 空间 , 它 与 MXR 中 的 因子 R 是 相 切 
AY. 由 此 可 见 , 用 的 欧 氏 因子 是 唯一 的 . 下 面 我 们 要 证 明 M ER 
致 的 . BPR, 则 我 们 能 在 M' 中 构造 出 一 条 直线 , 从 而 由 假定 
Ric(M') 之 0 及 定理 2 得 到 M' 必 等 距 于 MXR, FEM 会 等 距 于 
MXR", 这 与 族 的 欧 氏 因子 为 R* 相 矛 盾 . 因此 M' 必 定 是 紧 致 
的 . 

现在 要 解决 的 问题 就 是 在 M' 非 紧 致 的 假设 下 ,如 何在 M' 中 
构造 出 一 条 直线 . 因为 M 是 紧 致 的 , 故 在 用 中 存在 紧 致 子 集 C， 
使 得 x(C) 一 M( 事 实 上 , 若 把 M 的 直径 记 作 d, 则 用 中 半径 为 a 
的 测 地 闭 球 必 在 映射 + 下 盖 住 了 M). 因为 M FEF M XR, R 
妨 假定 C=C XK RP CRM MERAERK ER 的 紧 致 子 
R. E M 是非 紧 的 , 则 从 任意 一 点 z € M' 出 发 至 少 可 以 引 一 条 射 
线 Y:[0, 十 ce) 一 M' Y (0) =r. SF FEE UE m MM 而 言 ， 
M 的 基本 群 x,(MM) 同 构 于 徐 盖 变换 群 , 故 每 一 个 元 素 p € m (OD 
给 出 了 用 到 自身 的 一 个 等 距 变换 . 此 外 ,mi MERE -1(z) (x 
EM) 上 的 作用 是 可 迁 的 . AI APF EE EY TE ER m, 必 能 找 
到 元 素 gn € m (M) ,使 得 gamn) EC. AH g EFE, AKE 
因子 的 唯一 性 不 难得 到 g C 1X ROS OX RS eye 
M ,因而 g, OM X 6D —M' x Uh sre R'. MURTER 
En 可 以 写成 


Em = (Gms Bn) s ， 
其 中 om 是 M' 上 的 等 距 变 换 , pn 是 玉 中 的 等 距 变 换 . 由 此 得 到 
am(Y(m))EC'CM'. 因 为 C' 是 紧 致 集 , 故 在 {m} 中 存在 单调 递增 
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子 序列 Gn), E an, O G0) IE C' 内 收敛 于 一 点 » € C A 
(Ma, O Gi) RSF v€ T,M' rn Iv] — 1. Ro Æ M PIA 
y StS v 相 切 的 正规 测 地 线 ( 见 图 8). 我 们 断言 : 是 M' 中 一 条 直 
线 . 为 此 只 要 证 明 : 对 于 任意 的 i,o1[-.m] 是 最 短线 . 事实 上 ,只 要 
考虑 测 地 线 0; [m E09) M' ,使 得 0;《0) 二 am O Gn) 6,0) 
二 dam (Y Gu). 由 于 wm 是 M' 中 的 等 距 变 换 ,所 以 


g;— 0. 9 Y. 


由 于 7Y 是 射线 , 故 6; 也 是 射线 ,因而 o limn LU PR 
L(G; lt», m) = 2m;. 固定 i, 当 j 玉 十 时 ,0j|[-m.m] 显 然 一 致 地 收 
BEF olio sif 

L(G| t-m.) = 2m; 
因此 是 M' 中 的 一 条 直线 . 定理 1 证 毕 . 

一 般 说 来 ,射线 Y 的 Busemann 函数 fr 只 是 连续 的 ,所 以 在 
直接 把 fy 用 于 分 析 问题 时 会 遇 到 技术 上 的 麻烦 . 要 克服 这 种 困难 
需要 把 函数 fy 光滑 化 ,并 且 具 有 与 fr 相同 的 凸 性 或 次 调和 性 . 这 
方面 的 基本 文献 是 [GEW2j. 我 们 所 需要 的 主要 事实 如 下 : 
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光滑 化 引 理 ” 设 M 是 任意 的 黎 曼 流 形 ， 了 是 M 上 的 (i) HH 
Ams Gi) KARMAR, Gid 强 次 调和 函数 ， 则 对 于 任意 给 定 
的 正 值 光 滑 函 数 7: M->(0, + co) ,都 能 找到 光滑 函数 T: MR, 
使 得 17(x) -fGo|«n6o, vxeM, HAF HAG BARR 
Gi) 次 调和 函数 Gil) 强 次 调和 函数 。 我 们 称 了 是 f 的 光滑 
现在 尚未 弄 清楚 的 是 M 上 的 凸 函 数 能 否 用 光滑 a ER TAGS 
Xr. 
下 面 我 们 继续 考虑 Busemann 函数 的 应 用 ， 粗 略 地 讨论 定理 
3 和 定理 4。 设 f 是 M 上 的 连续 函数 。 若 对 任意 实数 a ， 集 合 
(x:x€ M, f(x)<a} 
都 是 M 的 紧 致 子 集 ， 则 称 了 是 M 上 的 穷竭 画 数 。 如 果 M 上 有 一 个 
穷竭 国 数 ， 则 AT 就 可 以 用 紧 致 子 集 来 通 近 。 所 以 对 于 非 紧 完备 黎 
曼 流 形 来 说 ,穷竭 函数 的 存在 性 是 十 分 要 紧 的 。 Cheeger-Gromoll 
在 [CG2] 中 有 一 个 具有 基本 重要 性 的 观察 ,假定 M 是 有 非 负 截面 
曲率 的 非 紧 完备 黎 曼 芒 形 ，OEM. 命 
r=supfy, (28) 


其 中 7 遍历 所 有 M 上 从 O 点 出 发 的 射线 则 + 是 M 上 连续 的 穷 蝎 
函数 。 
首先 ， 我 们 注意 到 对 于 任意 固定 的 x€ M 有 
i/ GO 40,3), 
故 sup f,(x) 是 存在 的 ， 即 函数 AE LESH. WEER, S 
EE D,-(xx€eM, <c). BR, 它 的 边界 是 9D, = 
(x:x€ M，fy(x) 20) 2 Me CARS WAKER. 24 0^ o B], R 


XE UE AA 
4(M,,M,.)=c-e! 


CTD. Bik, S x€ D, Br, =f, 00e, KA 
d(x,0D,)= d(x, Mi) =e-0’, 
f,(*) =c- d(x,0Dy), 


Hn 
f n,76-d( * ,0Dy,)。 


命 D={x:x€EM,r(x)<c}, W DC 门 D,， 所 以 
, 
tlo - supf, | p supCe - d + ôD») 
=o- infa + ,aDy)=c-dC+,9D), — (2 


因此 ,函数 7 YE D ARES. HF e 的 随意 性 , 故 + 是 M 上 的 连 
续 函 数 .下 面 要 证 明 r 是 穷竭 函数 . 因 K 之 0 由 (C) 知 fy 是 山 的 。 所 
以 t= supfy 也 是 凸 函数 〈 习 题 )。 这 样 ， 对 于 任意 的 >0， 万 = 
(x: xe M, t(x)<c} AE, HDXITUEGEPRER x,y € DES 

y 的 任意 一 条 正规 测 地 线段 必 整 个 地 落 在 万 上 .实际 上 ， 
CCO, LJM EEH x , y 的 正规 测 地 线 段 ,《(0) -x, CO) =y， 
并 且 存 在 一 点 (, € (0,1) ,使 得 Y(to) ED, MATS uS e. AA 
Bere C0, L]- REAL ARNARS C, Brel 
ERRATA RIE T D f e eue Lm BUE 0 0, 
使 得 D 不 是 紧 致 集 ， 则 有 点 列 {pi ICD 使 得 d(0, p)» + oo Q5 
i> + co 时 ) , 设 Y, 是 连结 0 和 p, 的 最 短 正 规 测 地 线 ,7 (0) = 0。 
由 于 万 的 全 凸 性 ， RIA 7 性 万 .在 必要 时 可 以 过 滤 到 {pi } 的 一 
个 子 序列 ,总 可 以 假定 94 (0) 收 敛 于 在 0 点 的 单位 切 向 量 vE€ M o. 
WE o:[0, + co)~M 是 从 0 点 出 发 、 与 ” 相 切 的 正规 测 地 线 ， 则 
oh 是 一 条 射线 。 因 为 万 是 M 的 闭 子 集 ， 而 对 于 0 上 的 每 一 点 
o(s) 都 有 充分 大 的 正 数 A ,使 得 oCs) 是 点 列 {Y;(s)}i 24 的 极限 ， 
所 以 0(s) ED， 即 oCD。 然 而 ro(《s)) 之 fo(0(s))=s， 即 + 在 0 
上 是 无 界 的 ,这 与 万 的 定义 相 矛 盾 。 所 以 万 必须 是 紧 致 的 , 即 * 是 
穷竭 函数 。 

上 面 所 构造 的 函数 + 的 穷竭 性 依赖 于 Busemann 函数 的 凸 性 ， 
因而 依赖 于 曲率 条 件 KO. MRM KAS 不 加 限制 ， 则 不 
能 保证 = =supf, 是 穷竭 函数 . 尚 无 答案 的 一 个 问题 是 :能 否 减 器 
之 0 的 条 件 而 仍旧 保持 c 是 穷竭 函数 ? 
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3 KI, 则 由 (D) 可 知 f, 是 本 质 上 强 凸 函数 , he BEG 
函数 . 这 样 , 对 于 任意 一 点 2€ M. 存在 z 的 一 个 邻 域 U, REM 
a, (£825 y CU. MA Cle) G)2a70, K Cle) (y) Sa>0, 所 
以 e 是 强 凸 函数 . 根据 光滑 化 引 理 , 存在 光滑 强 凸 函数 jy:M 一 
RR, 使 得 | 一 e'| 过 1. 由 于 + 是 穷竭 函数 , e' 也 是 穷 竟 函数. 由 于 
e' 之 jy 十 1, Ke HER RRR. 从 n HGR Morse 引 理 可 
知 , pg 的 临界 点 都 是 非 退 化 的 , 因而 是 孤立 的 ,而 且 只 能 是 极 小 
值 点 . 再 利用 p 的 穷竭 性 立即 可 知 , py 只 有 唯一 的 一 个 最 小 值 点 
作为 它 的 临界 点 . 现在 不 难 利用 grade 的 积分 曲线 构造 MAR" 
的 可 微 同 胚 , 这 就 是 在 [GEW1] 中 所 给 出 的 定理 3 的 证 明 . 事实 
上 我 们 证 明了 一 个 更 一 般 的 定理 (参看 [GEW1]): # M 是 非 紧 完 
ERIRE, 并 且 它 有 一 个 连续 的 强 凸 穷竭 函数 , 则 M 与 R" 可 
微 同 胚 , 其 中 n=dimM. 

因为 连续 的 强 凸 穷竭 函数 具有 唯一 的 一 个 极 小 值 点 ,我 们 可 
以 把 Cartan 关于 有 非 正 曲 率 的 黎 曼 流 形 的 不 动 点 定理 推广 如 下 : 
若非 紧 完备 黎 曼 流 形 M 有 一 个 连续 的 强 凸 穷竭 函数 , 则 M 上 每 
一 个 紧 致 的 等 距 变 换 群 必 有 一 个 不 动 点 .实际 上 , 若 上 是 M 上 的 
连续 强 凸 穷竭 函数 ,G 是 作用 在 M 上 的 紧 致 等 距 变 换 群 ,dg 是 G 
上 的 双 不 变 测度 . 命 


po 一 fye mae. 


则 poo 仍 是 连续 的 强 凸 穷竭 函数 ,而 且 g po po V g€ G- AW m 
有 唯一 的 最 小 值 点 zo, 故 g(zo) 一 zo,Y g€G. 

当天 魏 0 时 ,在 单 连通 黎 曼 流 形 上 到 定点 O 的 距离 函数 o 的 
平方 是 一 个 光滑 的 强 凸 穷竭 函数 ,所 以 上 面 的 定理 自然 包含 了 
Cartan 的 定理 作为 特例 . 

注 记 1 定理 2 有 一 个 初等 的 证 明 , 它 不 用 Weyl 引 理 .Green 
函数 等 分 析 工 具 , 可 参看 [EH]. 但 是 基本 的 想法 是 一 样 的 . 

注 记 2 在 维 数 为 3 时 ,定理 3 有 一 个 出 色 的 推广 , 它 是 R. 
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Schoen 和 丘成桐 作出 的 (参看 [SY]), 他 们 的 定理 说 :有 正 Ricci 
曲率 的 3 维 非 紧 完备 流 形 可 微 同 胚 于 R. 粗略 地 说 ,他 们 的 推广 
的 成 功 基于 下 面 的 考虑 :定理 3 的 证 明 依赖 于 正 截 面 曲率 流 形 中 
测 地 线 的 性 状 ,在 考虑 Ricci 曲线 时 就 失掉 了 对 这 些 性 状 在 细节 
上 的 了 解 . 但 是 在 3 维 情形 ,Ricci 曲率 的 正定 性 控制 了 流 形 中 极 
小 曲面 的 性 状 . Schoen 和 丘 桐 就 设法 用 于 关于 极 小 曲面 的 讨论 来 
代替 原来 关于 测 地 线 的 讨论 ,以 达到 他 们 的 目标 . 这 里 需要 很 多 分 
析 中 的 技巧 . 

注 记 3 定理 3 还 有 沿 另 一 个 方向 的 推广 . 若 用 天 之 0 代替 天 
2:0, JU 38 RE r= sup» 只 是 凸 函数 ,而 不 是 本 质 上 强 凸 的 函 
数 . 一 般 说 来 ,r 的 极 小 值 点 的 集合 5 不 再 是 由 一 个 点 组 成 的 ,但 
仍 是 一 个 全 凸 集 . Cheeger 和 Gromoll 在 [CG2] 中 证 明了 :一 个 全 
西子 集 总 是 一 个 具有 C? 边界 的 C" 子 流 形 . 如 果 OSHS, Mth od: 
SR, {819 O(x) =d(z,03),V xzEZ. 考 虑 凸 函数 一 8 的 极 小 值 点 
Æ I N dimZ, idimZ—1. # 331 关 多 , 则 重复 上 面 的 过 程 . 在 有 
限 步 之 后 (显然 不 会 超过 步 ,其 中 ==dimM), 我 们 会 得 到 一 个 
FAIS HFRS. 这 样 ,S 必 是 M 的 一 个 紧 致 的 全 测 地 子 流 形 ， 
称 为 M 的 核心 (soul). TR, R 的 核心 是 一 点 ,R: 中 国 柱 面 的 核 
心 是 一 个 圆周 ,旋转 抛物 面 的 核心 是 它 的 顶点 . 一 般 地 , 非 紧 完 备 
的 正 截 面 曲率 流 形 的 核心 是 由 一 点 组 成 的 . 对 于 天 之 0 的 非 紧 完 
备 黎 曼 流 形 来 说 , 它 的 核心 的 重要 性 在 于 :该 流 形 可 微 同 胚 于 其 核 
心 的 法 从 .特别 是 ,该 流 形 与 它 的 核心 有 相同 的 伦 型 . 因此 ,这 在 很 
大 程度 上 把 截面 曲率 非 负 的 非 紧 完备 流 形 的 研究 归结 为 对 于 截面 
曲率 非 负 的 紧 致 流 形 的 研究 ,细节 可 看 [CG2]. 
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第 四 章  Gauss-Bonnet 定理 


本 章 的 目的 在 于 解释 陈省身 关于 Gauss-Bonnet 定理 的 内 在 
证 明 的 想法 ， 并 且 在 叙述 过 程 中 自然 地 引进 黎 曼 流 形 上 的 标 架 从 
和 球 从 的 概念 。 

至 今 ， 写 进 教科 书 的 关于 Gauss-Bonnet 定理 的 证 明 都 置 于 拓 
扑 学 的 严重 影响 之 下 ， 方 法 是 通过 示 性 类 的 函 子 性 质 把 问题 归结 
为 2 维 的 情形 ， 然 后 再 直接 进行 验证 (参看 [KN I ] 第 十 二 章 85 
及 Note 20, 或 者 [SP] 第 十 三 章 )。 这 种 证 法 不 需要 很 多 巧妙 的 计 
- 算 ， 但 是 需要 许多 加 工 过 的 概念 。 要 真正 和 弄 懂 证 明 的 背景 仍然 需 
要 研究 陈省身 的 原来 的 论文 ([CH1] 和 [CH2J])。 陈 省 身 关 于 Gauss 
-Bonnet 定理 的 证 明 是 十 分 漂亮 的 ， 有 非常 深刻 而 丰富 的 AM. 
在 他 的 证 明 中 首先 是 一 系列 媳 热 而 困难 的 计算 ， 最 后 得 到 整 齐 
的 结果 ， 令 人 惊叹 不 已 。 更 重要 的 是 在 他 的 证 明 中 草 含 着 许多 内 
烁 发 光 的 思想 ， 这 些 思想 后 来 导致 起 流 等 概念 的 出 现 ， 引 起 了 陈 
省 身 示 性 类 的 发 现 和 研究 。 像 [CH1] 和 [CH2] 这 样 把 光辉 的 思 
想 与 高 度 的 技巧 美妙 地 结合 起 来 的 文章 是 不 多 见 的 。 现 在 整体 微 
分 几何 的 研究 受到 陈省身 的 这 个 工作 的 巨大 的 影响 。 还 要 指出 的 
一 点 是 ， 现 在 Gauss-Bonnet 定理 还 有 第 三 种 证 明 方 法， 这 个 方 
法 与 Atiyah-Singer JH # 3E H A UD Hy XR CPA] 和 
[ATBP]). i 

下 面 我 们 简单 地 介绍 一 下 Gauss-Bonnet 定理 的 历史 ,就 我 
们 所 知 ， 最 早 是 H.Hopf 在 1925 年 把 经 典 的 Gauss-Bonnet 公式 
推广 到 R^ 中 的 超 曲 面 情形 . 很 自然 ,在 这 种 情形 所 考虑 的 是 超 曲 
面 的 Gauss-Kronecker 曲率 〈 即 超 曲 面 在 一 点 的 各 个 主 曲 RAR 
TO 的 积分 。 在 1939 年 和 1940 Æ,  C.B.AllendoerferfgjW.Fen- 
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“hel ([A] 及 [FE]) 各 自 独 立地 证 明了 Gauss- Bonnet 定理 对 于 R* 
中 仔 意 余 维 的 子 流 形成 立 《这 时 用 了 Lipschitz-Killing dz, HI 
关于 每 一 个 单位 法 向 量 的 Gauss-Kronecker 曲率 在 法 空 间 中 单位 
球面 上 的 平均 值 ， 在 偶 维 子 流 形 的 情形 ， 这 是 仅 与 子 流 形 的 黎 曼 
度量 有 关 而 与 子 流 形 在 R* 中 的 保 长 变形 无 关 的 不 变量 )。 如 果 我 
们 承认 Nash 嵌入 定理 的 正 确 性 ， 则 Allendoerfer 和 Fenchel 的 
定理 已 经 表明 Gauss-Bonnet 定理 在 一 般 的 紧 致 、 有 向 黎 曼 流 形 上 
是 成 立 的 。 当 然 ，Nash 的 定理 直到 1956 年 才 有 证 明 〈 见 [SC] 第 
53 页 定理 2.4。 这 个 定理 说 ， 任 意 的 黎 曼 流 形 必 等 距 于 高 维 欧 氏 
空间 内 的 一 个 子 流 形 )。 同 时 也 要 认 识 到 ， 用 这 个 办 法 证 明 
Gauss-Bonnet 定理 的 路 子 显然 是 不 对 的 ， 既 然 定理 本 身 只 牵涉 黎 
曼 流 形 M 的 内 草 不 变量 ,为 什么 要 将 M 嵌 和 人 欧 氏 空间 才能 证 明 呢 ? 
现在 回 到 历史 的 叙述 。 在 1943 年 ,Allendoerfer 和 Weil (LALW ]) 
终于 证 明了 Gauss-Bonnet 定理 对 于 一 般 的 抽象 紧 黎 曼 流 形成 
立 。 他 们 的 证 明 方法 是 利用 Whitney 的 一 个 有 名 的 逼近 定理 ， 将 
问题 简化 为 解析 的 黎 曼 流 形 ， 然 后 用 Cartan- Janet 局 部 内 人 定理 

《〈 见 [SP]， 第 10 章 )， 把 黎 曼 流 形 中 各 个 小 块 邻 域 局 部 Hh SPR 
入 到 欧 氏 空间 ， 套 用 [Aj 和 [FE] 已 经 证 明 的 结果 ， 拼 起 来 后 就 得 
到 整体 的 结果 。 我 们 刚才 已 经 指出 ， 这 种 证 明 是 令 人 非常 不 满意 
的 象 Weil 这 样 的 一 流 数学 家 ， 当 然 对 其 中 的 兹 处 知道 得 很 清 
A35. Æ 1943 年 8 月 ， 陈 省 身 从 昆明 抵达 Princeton。 之 后 不 出 一 
个 月 ， 他 就 和 下 eil 交 上 朋友 ，Weil 立刻 告诉 陈 先 生 说 LALW] 这 
个 结果 一 定 有 一 个 简单 的 内 至 的 证 明 。 不 到 两 个 星期 ， 陈 先生 就 
将 这 个 问题 做 了 出 来 ， 这 就 是 CCH] ( 据 他 自己 说， LCH2J 和 
[cH3] 内 所 有 的 结果 在 1943 年 年 底 之 前 已 完全 做 了 出 来 . [CH3] 
就 是 第 一 次 引进 陈 氏 示 性 类 的 文章 。)。 他 在 那 段 时 间 对 LCHI] 
里 面 的 这 种 计算 非常 熟练 ， 其 中 许多 复杂 的 恒等式 他 根本 不 用 写 
下 来 ， 只 靠 心算 就 行 了 。 任 何人 只 要 略微 看 一 下 [CH1]， 就 一 定 
会 对 这 种 计算 能 力 大 吃 一 惊 的 。 
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从 上 面 简单 的 历史 叙述 中 可 知 , 高 维 的 Gauss-Bonnet 公式 在 
任意 的 光滑 歼 曼 流 形 上 成 立 ， 虽 然 是 首先 由 Allendoerfer-Weil 做 
出 来 的 ,但 是 对 这 个 定理 的 深入 了 解 , 则 是 依靠 陈省身 的 内 区 证 明 
的 。 当 然 ， 仅 仅 是 正确 地 把 高 维 情 IE Causs- Bonnet 公式 写 出 
来 本 身 已 是 很 了 不 起 的 成 就 。 所 以 为 了 避免 对 于 前 面 所 提 到 的 有 
贡献 者 的 任何 一 位 的 不 公正 态度 ， 我 们 就 简单 地 把 这 个 结果 冠 以 
Gauss-Bonnet X 理 的 名 字 。 还 要 指出 的 一 点 是 ， 陈 省 身 在 [CH21 
中 给 出 的 证 明 实 际 上 比 [CHI] 中 原来 的 证 明 要 更 好 一 些 。 此 外 ， 
Flanders 重新 叙述 的 陈省身 的 内 在 证 明 ([FL] 了 ) 兼 有 简明 而 优美 的 
特点 ， 是 值得 细 读 的 ([FLJ 所 引进 的 联络 的 定义 ， 现 在 几乎 已 被 
所 有 的 人 采用 )。 

我 们 从 对 偶 地 叙述 联络 的 概念 着 手 。 通常， 联络 是 用 向 量 场 
的 协 变 微 商 DxY 来 表达 的 。 设 M 是 一 个 黎 曼 流 形 ，{X1,*…,Xn} 
是 M 上 的 一 个 局 部 正 交 标 架 场 ，{6!} 是 它 的 对 侦 余 标 架 场 ， 联 
络 是 由 系数 有 确定 的 , 即 


DxiXy= STE Xk a 
k 
所 谓 Levi-Civita 联络 就 是 要 求 相应 的 平行 移动 保持 BE 量 ， 并 且 
挠 率 为 零 。 这 两 个 性 质 用 联络 系数 表达 就 是 : 
G) lf;7 -rie V i ,j,k《 即 平行 移动 保持 度量 性 质 
RE); 


D) REX X4] = DICH Xe» Wi rt;-r$,-Cf,-0 Cp 
k 


联络 的 无 挠 性 ) 。 
引进 一 组 一 次 微分 式 {05}， 使 得 


e5(XQ rf; Vi,jk. (2) 
wR, (D 式 可 以 记 成 
DX,- 六 Xuo4。 (3) 
k 


(严格 地 说 ， 右 边 应 理解 为 ZXxGoj). ER COME) 分 别 成 
为 
(a^) wf = - oi; 


(b^) dg! = Er Ast 


(为 验证 (b) 和 (b^) 的 等 价 性 ， 要 用 到 公式 
dg(X，Y) = X(O(Y)) -YGOQGOCODO -8CCXY])， (4) 
其 中 6 是 任意 的 一 次 微分 式 ，X,Y 是 任意 的 切 向 量 场 )。 下 面 采 
用 从 阵 记 法 比较 方便 。 设 。 是 一 次 微分 式 os 构成 的 矩阵 Loh], 
6 表示 一 次 微分 式 9! 构 成 的 列 矩 阵 ， 久 表示 向 量 场 区 ,构成 的 行 矩 


阵 ， 也 就 是 
0 - o o], 


X-[Xo 75 Xa], 

el oe o 

o? c wh 
则 (3) 式 成 为 

DX= XO. (5) 
性 质 (a’) 和 (b^) 表明 ，@w 是 Levi-Civita 联 络 的 充分 必要 条 件 
是 @ 为 取 值 在 反对 称 实 和 矩阵 构成 的 李 代 数 中 的 一 次 微分 式 ， 并 且 
满足 方程 


dg = -OA 人 0. (6) 
für 
Q=do+a/\o, (7) 
MR = [9 门 是 由 二 次 外 微分 式 24 构成 的 矩阵 ， 其 中 
05=dof+ Sot Ao}, (8) 
t 


很 明显 ，0$ = - Qf， 所 以 矩阵 Q 是 在 反对 称 实 和 矩阵 的 李 代数 中 
取 值 的 二 次 外 微分 式 。 从 〈8) 式 得 到 
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QiOG X0 
2doi(X,,X 0 + Dy (Oh CX, O4(X 1) - e CO 93 (X 2). 
a 


利用 (4 ) 式 我 们 有 
O$ Xk Xa) 


SX ID- X TED + D Chata- Phar hy 
h 


-e5QX X», 
即 


$3otooxox, 
1 
TDx,Dx,X,-Dx,Dx, Xj-D ixx Xs. (9) 
把 右 端 记 作 一 Rex, Xj W (O RRA 
D4 OG. XOX = - Rx,x, X50 (10) 
7 


我 们 称 Rx, x, 为 曲率 算 子 ， 它 是 从 切 空间 到 自身 的 线 性 变换 。 
(10) 式 表明 ， 这 个 线性 变换 的 矩阵 是 [ - 0500, X20]. At, 
eO 称 为 曲率 形式 ， 而 把 o 称 为 联络 形式 。(6) 和 CO 两 
起 就 是 Cartan 的 结构 方程 。 
将 (7) 式 外 微分 得 到 
dQ-0^A0-0AG&, (11) 
XE Bianchi 恒等式 。 用 分 量 表示 ，(11) 式 成 为 
dQ; = S (Qi Ao? - 3A QD. a2) 
b 


上 面 的 过 程 可 以 概括 成 
OG )(0')9(j)(9]), 
其 中 {90} 是 由 { 关 ,} 唯 一 确定 的 , ARTE RL A 8 (03 
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由 {9} 在 条 件 (a'),(b') 下 唯一 确定 的 ,因此 曲率 形式 {02;} 是 由 局 
部 正 交 标 架 场 {X;} 决 定 的 . 如 果 另 取 一 个 局 部 正 交 标 架 场 {:} ,可 
以 假定 


¥=X-A, a3) 
或 者 写成 
X= DXA, 
其 中 4 一 [4?] 是 正 交 和 矩阵 , 即 它 适 合 条 件 
A*A' — I. (14) 


这 时 ,在 名 和 ww 之 间 的 关系 是 比较 复杂 的 ,但 是 名 和 之 间 的 关 
系 却 是 非常 简单 的 . 实际 上 从 (13) 式 得 到 
A*8—8. 5) 
将 (13) 式 微分 得 到 
DX— DX-A--X-*dA 
= X(A^!0A + A7dA), 
所 以 
© = A~'wA + 4-1d4. (16) 
直接 计算 得 到 
Q-—do--o0^Ao0-A'"QA. a7) 
其 实 (10) 式 已 经 表明 [02(X,X,)] 是 切 空间 上 的 一 个 线性 变换 
的 矩阵 ,而 OAD 式 正好 是 线性 变换 的 矩阵 在 基底 变换 时 的 变换 
规律 . 
dt dimM=n 二 2p, 考 虑 在 局 部 上 有 定义 的 次 微分 式 
Q,— jS AAA O9 
其 中 
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DoXÉdyoee5454EQ, n 20 HITED, 
e (pesh) =i -l BC sees ig 0 ECL, 7, 27) BO AREA, 

0, Pipes DAE, n 2D RSSERIT. 

(19) 

形式 O, 是 在 Gauss- Bonnet 定理 的 逐步 推广 的 进程 中 自然 地 发 现 
的 。 从 现在 起 ,假定 M 是 有 定向 的 黎 曼 流 形 ,并 且 以 后 所 用 的 标 架 
BX yo Xn}( 及 余 标 架 场 {91，*…,9"}) 都 是 与 M 的 定向 相符 的 。 
我 们 断言 (18) 式 所 定义 的 Qe 实际 上 是 在 M 上 大 范 围 定 义 的 n 
次 外 微分 式 ， 即 Qo 实际 上 与 局 部 正 交 标 架 场 {X;} 的 选取 是 无 
关 的 ,为 看 清楚 这 一 点 ,我 们 用 新 标 架 场 {( 对 ,,…, 实 a} 代 替 {X1,*， 
Xa}+， 它 们 之 间 的 关系 如 (13) 式 所 示 ， 因 此 由 (17? 式 得 到 

Q=A-B-A - AGA, 
即 

0j = 9JAiBtA, (20) 
ksl 


其 中 D EHET ARER. AO ARES 
£y, md) Ar AQ i221 
dirt, 2 2 


= i e s(23-1) 
= > sign J.Q (1) A oe AQUI? 


ot2) 
LE 


PONE LET ETT 


7 $17$535 


3j 58550755, ndetA DHA AG 522-1 


817535, 


= > &S3, 7 S0 A AD, 
sy $5 ?, 2 2? 
断言 得 证 。 
现在 我 们 可 以 把 Gauss-Bonnet 定理 叙述 如 下 ， 
定理 设 M 是 紧 致 、 有 向 的 偶 维 歼 曼 流 形 ， 它 的 维 数 记 为 
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n=2p, Wl 
Í Q=x(M), 
M 


其 中 9 = XCM) 是 M 的 Euler 示 性 数 。 


iig] 若 p= 1， 即 mn=2， 则 定理 成 为 
eae | aE 
xon-i[ ci-oD= 寺 |. ai. 


和 但 是 
DIG X0 = - Gx,x Xo X 


TORyaxXoXD-K, 


Je K E Gauss 曲率 ， 故 
Q1 = Kg Agi - Kdyv, 


这 里 dv - 0! AC 是 M 的 体积 元 素 。 因 此 
E! 
xCM) -去 | Kdv, 


这 正 是 经 典 的 Gauss-Bonnet 定理 。 
注 记 2 若 p=2,m =4, 则 
Q,78(01 AQ} - 03 AQ} +03 A04), 
因此 


x)= ds], ana-ana +D. 


如 果 截 面 曲率 KOO 或 K<0， 则 经 过 一 个 巧妙 的 计算 可 证 


QiAQi-QiAQi*O0iAQi—0, 


即 它 是 M 的 体积 元 素 的 正 数 倍 。 这 是 Milnor 的 一 个 定 理 ， 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


陈 省 


身 写 出 了 该 定理 的 证 明 ( 见 CCH4]》。 由 此 可 见 ， 如 果 M 是 紧 致 有 
向 的 四 维 黎 曼 流 形 ， 并 且 它 的 截面 曲率 保持 定 号 ( 即 K> K< 
0)， 则 x(M)>0. WF K203X K<, HI xCM)20. 在 第 一 章 
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我 们 已 经 提 色 过 ， 及 .Geroch 给 出 了 一 个 六 维 歼 曼 流 形 的 例子 , 它 
的 截面 曲率 >0， 但 在 某 些 点 却 有 Qo。<0。 所 以 Milnor 的 定理 在 
更 高 维 情形 是 不 成 立 的 。 

现在 我 们 来 讨论 Gauss-Bonnet 定理 的 证 明 。 我 们 知道 (7) 式 
给 出 的 Q 是 局 部 定义 在 流 形 M 上 、 取 值 为 反对 称 矩 阵 的 2 次 外 
微分 式 ， 它 的 表达 式 不 仅 与 点 xE M 有 关 ， 而 且 依 35 于 切 空 间 
Ms 中 正 交 基底 的 选取 。 为 要 清晰 地 了 解 9， 需要 考虑 集合 

F(M)={(x361, En) :XEM, 且 (e…，en) 是 
M:。 中 定向 相符 的 单位 正 交 基 底 } (25) 
RIRC e …，ens) 为 流 形 M 在 点 xE M 的 一 个 标 架 , Aig PCM) 
是 M 上 全 体 (正定 向 ) 标 架 的 集合 。 我 们 可 以 在 FCM) 上 引进 一 个 
微分 结构 ， 使 之 成 为 一 个 光滑 流 形 。 为 此 ， 考虑 映射 FUOD 
M， 它 把 每 个 标 架 (*361，,…，en) 映 为 它 的 原点 ， 称 此 映射 为 自然 
投影 。 所 以 -1(x) 恰 好 是 以 x 为 原点 的 全 体 标 架 的 集合 。 我 们 
知道 ， 在 每 一 点 *E M 的 某 个 邻 域 U 内 必 存 在 光滑 的 单位 正 交 标 
架 场 ， 设 该 标 架 场 为 (zjel(z)，…，en(z))75xELU。 定 义 映射 
9:U xSOCn) 一 TICU)， 
使 得 
(xg) = G3 Xy Kn), (26) 
dep g =(X4) ESOC), H 
X, = STs (27) 


映射 ”是 单一 的 满 映 射 ， 它 把 U x50(n) 上 的 拓扑 结构 和 微分 结 
构 自然 地 搬 到 C QU EXT, 从 而 给 出 了 FCM) 的 拓扑 结构 和 
微分 结构 ， 使 得 FCM) 成 为 n+ COLD c t c OR (参看 
[CHC],p.122) .因为 从 U x SOCn) 到 UU 的 自然 投影 是 光滑 的 ,所 以 
在 FCM) 的 上 述 微分 结构 下 ,自然 投影 x:F(CM) 一 M 也 是 光滑 的 ， 

由 于 FODIER ESEBIEA, n7 (U)EUxSOGD, d 
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PUM) VAM AIR, Ul 50Cn) 为 纤维 型 的 纤维 从 ， 称 为 M 上 的 (有 
向 ) 正 交 标 架 从 。 用 纤维 从 的 术语 说 ，FCM) 是 流 形 M 上 以 SO(n) 
为 结构 群 的 主 从 (参看 [KNJ, 第 50 页 )。 作 为 主 从 ,结构 群 SOCn) 在 
F(M) 上 有 有 作用 ， 即 


P 9(,g)*h 2 9(x,g-h), VheSOQ), 
RíCO = X-h, (28) 
Jibi X (Xo X. STE Ra:FCM) 一 FCM) 称 为 标 架 丛 
F(CM) 上 的 右 移 动 。 显 然 有 
moR,=x, VheSO(n), (29) 
BEXEM, Xen" (x), WRA m: (FM) M. 是 满 同 


态 ， 由 维 数 定理 可 知 ， 同 态 核 ker rs 是 (RCM))x 的 二 nn 一 D 


维 子 空间 。 容 易 验证 ， 它 恰好 是 纤维 r-:(x) 在 X 处 的 切 空间 
(riCz))x。 我 们 把 ker zr, = G7! G))x 称 为 标 架 从 FCM) 在 XX 
处 的 织 空间 ， 其 元 素 称 为 纵向 量 。 
假定 4。 是 流 形 M 上 的 一 个 外 微分 式 ， 则 4=x*4 便 是 流 形 
F(M) 上 的 外 微分 式 ， 它 具有 下 面 两 个 性 质 ， 
G) Ria =4, YhESOCn)。 事实 上 ， 从 (29) 式 得 到 
z* =(R,)* 0 2* : Mg (FCM D$, 
所 以 
z*a- (R,)*Gr*o), Bla = (Rh)*G。 
这 个 性 质 说 成 是 ， 外 微分 式 4 在 FCM) 的 右 移动 下 不 变 。 
Gi) 当 4 的 自 变量 至 少 有 一 个 取 纵 向 量 值 时 ，4 的 值 为 
零 。 实 际 上 ， 若 YE ker zy, W 
ACY p1) = z*a(Y y+) 
. -zaGuY, 20. 
具有 上 述 性 质 的 外 微分 式 4 称 为 横 微分 式 。 
一 个 自然 的 问题 是 ， 标 架 从 FCM) 上 什么 样 的 外 微分 式 实际 
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上 是 从 底 流 形 MM 上 的 外 微分 式 通 过 拉 回 来 的 ? 容易 证 明 ， 标 架 
从 FCM) 上 在 右 移动 下 不 变 的 横 微分 式 实际 上 是 底 流 形 M 上 的 外 
微分 式 ， 即 ， 如 果 FCM) 上 的 外 微分 式 4 满足 条 件 (D 和 (ii)， 则 
在 底 流 形 M 上 必 存 在 一 个 外 微分 式 ,使 得 n*a = 4( 习 题 )。 这 个 
结论 在 任意 的 主 从 上 都 是 对 的 ， 只 不 过 性 质 (i) 中 的 群 要 换 成 该 
主 从 对 应 的 结构 群 。 

从 某 种 意义 上 说 ， 标 架 从 FCM) 比 它 的 底 流 形 M 来 得 简 
单 ， 因 为 借助 于 M 上 的 Levi-Civita 联络 D， 在 FCM) 上 可 以 构 


造 出 大 范围 定义 的 n+ 4" 个 一 次 微分 式 ， 它 们 构成 PCM) 


上 的 余 标 架 场 。 
首先 ， 取 定 M 上 的 一 个 局 部 单位 GE 交 标 AER (GO 600 ms 
es (X)),x € U) , BEE AIH IB Ab ER Wy Go 0! G0) 9^ Q0), T 
是 在 x-1CU) 上 可 以 定义 一 次 微分 式 
o= DXi ato, (30) 
j 


Rh OCDE X = OCGo s Xa) 关 于 标 架 (xiei(z)，…en(z)) 的 分 
量 ， 见 (27) 式 。 容 易 验证 b+ 与 局 部 单位 正 交 标 架 场 (xfel(xz)，"…， 
en(x)),xEU 的 选取 无 关 , 即 9: 与 主 从 FPCM) 的 局 部 平凡 化 无 关 ， 
因而 9! 给 出 了 在 FCM) 上 大 范围 定义 的 一 次 微分 ACID. 显 


然 ， 纵 空间 恰好 是 
(ri(xz))x={YECFCOM))x:biCY)=0 Vi). BD 


其 次 设 D 是 M 上 的 Levi-Civita KH, fr De, =w1e)， 于 是 
在 zx-1CU) 上 可 以 定义 一 次 微分 式 
of = DXI( dxXi+ 2; Xta*al). (32) 
同样 可 以 验证 时 不 依赖 主 从 FCM) 的 局 部 平凡 化 ， 因而 也 给 出 
了 在 F(M) 上 大 范围 定义 的 一 次 微分 式 ( 习 题 )。 切 子 空间 
(Y € &FIOD):04Q) =0, V1,1) (33) 
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称 为 横 空 间 ， 它 与 纵 空间 一 起 张 成 切 空 间 C(FCM))zx。 
容易 看 出 ，9: 和 01 满足 下 列 方程 ， 
8 *6j70, 
do’ - 01 A0j. 
it a= (af) ESOM), CE FOD Ets IE RIBUS Ra, WU 


(34) 


(R,)*0* = Dalo, 
j 


(5 
(R.)*64 = Dyatas0s 
aot 
(习题 )。 若 记 和 矩阵 
e OL c On 
6,-|:|], Oa] erecsnesreceeee |, 
0" OF c OR 
则 上 面 的 公式 成 为 
(R,)*0, = a7!*0,, 


(R,*8 = a71-8-a = ada") +8, e 


01 称 为 主 从 FCM) 上 的 联络 形式 。 这 个 联络 形式 对 应 的 曲率 形 
式 是 
61=db4 一 6 人 6 (37) 
则 61 是 在 FCM) 上 大 范围 定义 的 2- 形 式 ， 关于 两 个 指标 是 反对 
称 的 ， 即 
el +6j =0。 (38) 


直接 计算 得 到 
@1= XX} atl (39) 
LI 


(习题 )， 其 中 0j RER BB IE X dg R Eo (Gn 6,0) 68 O02, 
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xEU} 下 写 出 来 的 联络 D 的 曲率 形式 , MOL = dol - eL Aet. ef 
5 01 的 差别 在 于 ;一 是 FCM) 上 的 微分 式 ， 一 是 底 流 形 M 上 的 微 
分 式 ， 一 是 大 范围 定义 的 微分 式 ， 一 是 依赖 于 局 部 标 架 场 选取 的 
微分 式 。 但 是 从 (39) 式 可 知 ，68; 是 横 微 分 式 。 并 且 经 计算 可 得 


(R,)*04 = D alajoki» (40) 
bel 
Hie 
8i 
@ =| … » |, 
6? … 85 
则 (40) 式 成 为 
(R,)*O =ol@.a=ad(a +O, (41) 


有 了 上 面 所 述 的 主 从 FCM)? 上 的 联络 理论 ， 流 形 M 上 的 二 次 
外 微分 式 0。 可 以 拉 回 到 FCM) 上 来 考 虚 。 实 际 上 ， 我 们 命 
6 D sos) Am ABIES (42) 
daria, 
则 6, 是 FCM)7 上 大 范围 定义 的 = 次 右 不 变 的 横 微 分 式 , 且 由 (39)， 
(18) 两 式 得 到 
B 7 2*Qs. (43) 
在 陈省身 的 证 明 中 ， 第 一 个 惊人 的 结果 是 : 6 是 FCM) 上 的 
恰当 微分 式 ， 即 存在 POM) Ef n- 1 次 微分 式 I, EA 
O= rr =N. (44) 
值得 指出 的 是 ， 一 般 说 来 ，M 上 的 ”次 微分 式 9 不 可 能 是 恰当 
Bn FO 是 恰当 的 ， 则 由 Stokes 公式 价 有 |，0=0， 根 据 Gauss- 


Bonnet 定理 就 会 有 XCM) =0， 因 而 在 M 上 就 有 很 强 的 拓扑 限制 ， 
我 们 暂且 把 (44) 式 的 证 明 放 在 一 边 ， 继 续 讨论 证 明 的 其 余部 分 
(从 技巧 上 来 说 ，(44) 式 的 证 明 是 整个 证 明 最 困难 的 一 步 )。 现 在 
我 们 要 说 明 陈省身 的 证 明 中 的 第 二 个 主要 观念 。 
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设 2 
SCM) 2 (G,6):x€ M,e€ Mg, |e] = 1), 

即 SCM) 是 流 形 M 上 全 体 单位 切 向 县 的 集合 。 HARAS EH 
不 蕉 证 明 S(CAM) 是 切 丛 TCM) 中 的 嵌入 子 流 形 。 用 二 :SCM) > M 


表示 投影 
mGe»e)-z, (45) 


则 对 于 任意 一 点 x€ M, UA x 的 邻 域 UCM， 使 得 2; QU) v Tf 
HET Ux Ss", cB StC 表示 E" 中 的 单位 球面 。 我 们 称 


SCM) 为 流 形 M 上 的 球 从 。 
再 定义 映射 x,:FCM) 一 SCM)， 使 得 
7 (n 64, 7,082) = (5 08), (46) 
则 我 们 有 下 列 交 换 图 表 ， 
si 
F(M) — —— — M S(M) 
x (47) 
3 LEE PETI 
M 


根据 主 丛 的 定义 ， 不 难看 出 Tr:FCM) 一 SCM) 是 2n -1 维 紧 致 流 
形 SM) EHSON- 1)- 主 丛 (习题 )， 其 纤维 ix"((xyen)) 恰 好 是 
流 形 M 在 点 x 处 、 其 最 后 一 个 向 量 为 es 的 全 体 正定 向 单位 正 交 
标 架 的 集合 。SOCn - 1) 的 元 素 9 在 从 空间 F(LM) 上 的 右 作用 就 是 


0 
元 素 9= [5 i ]esoco& FOX 上 的 右 作 用 ， 它 给 出 了 主 从 


mi:PCM)->SCM) 上 的 右 移 动 . 根据 前 面 所 述 ，F(M) 上 在 
SO(n- 1)- 右 移动 下 不 变 的 、 关 于 m 是 横 的 微分 式 必 是 SCM) 上 
的 微分 式 经 过 7, 拉 回 到 FCM) 的 结果 。 特 别 是 ，F(M) 上 的 微分 
RO 可 以 看 作 SCM) 上 的 微分 式 。 实 际 上 由 上 述 交换 图 表 得 到 
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8-2a*Q-nzt»z20-710: (48) 
其 中 6,= ro 是 SCM) 上 的 微分 式 。 
第 二 个 主要 观念 是 ，《44) 式 中 的 微分 A 也 还 可 以 “ 落 ” 到 
SCM) 上 去 , 即 存在 一 个 定义 在 SCM) 上 的 mn 一 1 次 微分 式 末 1, 使 得 


mm. (49) 
先 暂 时 把 构造 性 的 细节 搁置 一 边 ， 则 我 们 断言 ， 在 SCM) 上 成 立 
@1=d Il. (50) 


事实 上 ， 由 于 映射 TI:FCM)->SCM) 是 满 的 ， 切 映射 (TI)* 也 处 
处 是 满 的 ， 所 以 余 切 映射 x? 是 单 的 。 将 (48),《49) 式 代 入 (44) 


式 得 到 
A101= ni(dI). 


故 (50) 式 成 立 。 

现在 我 们 已 到 达 整 个 论证 的 核心 部 分 :车 把 微分 式 J 用 显 式 
写 出 来 ， 则 立即 可 以 看 出 M 作为 SCM) 上 的 形式 限 制 到 每 一 个 
纤维 xi1(x) 上 时 (zi1(x) 是 切 空间 Mz 中 的 单位 球面 )， 人 恰 好 是 
单位 球面 上 的 规范 体积 形式 ( 见 (63) 式 以 下 的 运算 )， 换言之， 对 
每 一 点 xE M， 我 们 有 


| agIfh^b (51) 
ee 


其 中 mix(x) 的 定向 是 这 样 确定 的 : 在 球面 CONS RC, 
,en)， 使 它 的 定向 与 Ms 一 致 ， 并 且 Cn 是 球面 2 CORD PME 
向 量 ， 而 ix) 的 定向 恰 好 是 由 (61,…,en- 1) 给 出 的 。 我们 称 
xil(x) 的 这 种 定向 为 从 Mz 的 定向 通过 xz'(*) 的 外 法 向 量 诱 导 
的 。 上 面 的 结果 是 十 分 漂亮 的 ， 也 是 出 乎 意料 的 。 至 此 ，Gause- 
Bonnet 定理 的 证 明 的 最 后 步骤 变 得 十 分 清楚 了 ， 

根据 向 量 场 的 Hopf 指标 定理 。 在 流 形 M 上 存在 光滑 的 切 向 
E Xo [EG X 在 M 上 仅 有 一 个 零点 € M, HHA Xo 在 x 的 
指标 正好 是 Euler 示 性 数 xC(M)。 在 流 形 M\{x。o} 上 考虑 单位 切 向 
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tat- EI ， 则 了 :M\{xo}->SCM) 是 光滑 映射 ， 并 且 
n,e E =id:M\(x0) >M\(xo). 
因此 ，M\{xo} 与 切 向 量 场 &( 作 为 SCM) 的 子 流 形 ) 是 可 微 同 胚 
的 ， 因 而 可 以 把 M\{xo} 上 的 积分 转移 到 这 个 切 向 量 场 上 去 考 
HE. 确切 地 说 ， 由 于 C70。5)* =5*。z9 =id, KEM) LA 
Q-£*»z0-£t*6, 
z£*(dm) -d*Imo. (52) 


WE BC) ALVA xo 为 中 心 、 以 e 为 半径 的 测 地 球 ， 则 


Í Q = lim Q-lim d(f*H,) 
M 9$—0J MNB) a0) MNBU) 
-lim- f*m,-lim- Ih. (53) 
aso Jason amo tame» 


对 上 面 各 个 积分 区 域 的 定向 要 作 一 些 说 明 。 边 界 3CM\BCe)) 
和 8B(s) 作 为 集合 是 相同 的 ， 但 是 在 用 Stokes 公式 时 ， M 在 
aCMNB(e)) 和 9B(e) 上 诱导 的 定向 恰好 是 相反 的 ， 这 就 是 在 第 三 
个 等 号 后 面 出 现 负 号 的 原因 。 另 外 ， 根 据 Stokes 公式 在 08(e) 上 
所 用 的 诱导 定向 与 9B(e) 作 为 M 的 子 流 形 从 外 法 向 诱导 的 定向 是 
相反 的 (参看 (51) 式 后 面 的 说 明 ， 以 及 [CHC], 第 95 页 )。 在 (53) 
式 中 ，9B(s) 具 有 Stokes 公式 所 要 求 的 诱导 定向 。 

为 了 求 出 最 后 一 式 的 极限 ， 考虑 mH 0:5 (BC) 9 25! O8) 
(其 中 S(CB(e)) 指 开 子 流 形 BOCM 上 的 球 JO: 对 于 任意 的 
(5,7) € S(BCc)), ME 

0 ((,v)) = Ga, PV), 
其 中 表示 在 黎 曼 流 形 M 上 沿 着 从 x 到 x 的 径 向 测 地 线 的 平 行 
移动 。 显 然 c 是 光滑 映射 。 因 为 {是 球 从 SCM\{xo}) 的 光滑 截 
E, TAM Ou ce 时 ，&(9B(e1)) 是 SC(BCe)) 中 的 n-1 维 闭 子 
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流 形 ， 故 映射 9 | cone 18 BCE) 771! (xzo) 是 两 个 同 维 紧 致 
流 形 之 间 的 映射 ， 其 映射 度 必 为 整数 。 很 明显 ， 这 个 映射 度 连 
续 地 依赖 于 e1, 故 当 set-~0 时 ， 它 保持 为 常数 。 考虑 到 前 面 关 于 
IBER wz Co AVENE, EIRP ERE index). 
XH index DER RE E 在 xo 的 指标 ， 简 记 为 8， 于 是 


c (GQGBG4))) = - iz Gg). (54) 
由 此 可 见 
lim ECaB(e)) = - iz Go. (55) 
从 (53)，(55) 式 得 到 
Í Q-lim - f D? 
x iic S(O0B(0)) 
zd. Í Il, 7 ig. 
sco 


因为 ze 是 向 量 场 的 仅 有 的 奇 点 ， 由 Hopf 指标 定理 得 到 is = XCM), 
Gauss-Bonnet 定理 得 证 。 
下 面 我 们 来 完成 上 面 的 论证 中 尚未 给 出 的 构造 性 细节 。 为 证 
明 (44) 式 ， 考 虑 FCM) 上 的 2p -1 次 微分 式 B0, B14,"…,p-1 及 2P 次 
BAK Woy Viu Y oli: 
de= D, ty fap Ol Ace A isi 
IET LE z "t 
A0 eksi A A 8i 1, 
y,-2kD D, 60848: (56) 
EIE z 
A*A Gi: Oi 2ks 
A Oizke2 Ne A6fap-1, 
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为 方便 起 见 ,规定 多-, 二 0. 我 们 要 证 明 D, V, 关于 SO(n 一 1) 主 从 
m:F(M)>S MER S0 (Cn 一 1)- 右 移动 下 不 变 的 横 微 分 式 . 容易 
验证 ,对 于 g 二 (gs)ESO(n 一 1), 其 中 a,8 二 1,…,n 一 1, 则 

R; @ = R} 9 = 2e. 


R8 = R36, = Dio, (57) 
a : 

RIC = RG = D gib 
B 


~ E 0 

其 中 8 一 b r Jeso. 由 此 得 到 

RO =%, R;V,—W, Vg€SO(-—0. 
另 一 方面 , 主 从 m FMS MHA EE 

(Y € (F(M))x:0(Y) = 0, (Y) = 0, Vi), 

所 以 从 (56) 式 可 知 d, Vi 都 是 关于 m 的 模 微分 式 . 这 就 证 明了 外 
MOR D Pi RIAR RRA SMER, MEE SM EAI 
分 式 D AL 


r, = 0, m Y, = Y. (58) 
从 表达 式 (56) 可 知 
F,- = 0,. (59) 
对 (37) 式 外 微分 得 到 下 面 的 Bianchi 恒等式 ， 
d@ =F AG — ei A 6. (60) 
因此 外 微分 @ 得 到 
dó, 一 一 有 + aIv 


a—] 
= 2h DEG» isp 1B} Aw 人 oas A Bao- 
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Ai sk A8 ient Ac A01 :271 


*-1 
= (= 2k- 1) D, ihi OA 
^ eiie: A01 3&1 A08 AOL xke A A8!12-1, 
1k 
由 于 dé, v, VIDEAT ,的 模 微 分 式 ， 所 以 包含 的 的 项 必 
定 是 互相 抵 销 的 ， 故 有 


dO, = - 4. +o (61) 
命 
i 1 
=r Dapper Sa 
则 由 (61), (59) 两 式 得 到 


an = grin tr 20, 


此 即 所 要 证 的 (44) 式 。 
在 (62) 式 中 用 代替 Bs， 便 得 到 球 从 SCM) 上 的 mn-- 1 次 微分 


Xo RB 
wit, =I. 


将 B% 具 体 地 表示 出 来 则 有 
= 8G I UATE Oi AeA ME QI ae 


ACXS anor + Xikrin" oiii) 

Ase AX IS ie X iint 1), (63) 
KAS RBIS OM) Ha; 《x0) 上 时 ， 含 有 因子 #20} 的 项 
全 部 为 零 ， 故 得 


1 
Ils; coz Gr- DDI? 


-ZY cann ax Am ATRL A AdxXs 
fel 
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=2—D!g,, (64) 
2*m 
其 中 
z "E Z0 
do = S (= D'UXidX)» A A AX! A A dX 
i=] 


是 单位 球面 m Gu) =S"'CM,, E BLAME THEE LB EROR 


TEX l 
(z) 
faet E =] = (65) 
: 
所 以 
Jot x 


(51) 式 得 证 . 至 此 ,Gauss-Bonnet 定理 证 毕 . | 

陈省身 在 1944 年 给 出 的 这 个 证 明 , 第 一 次 用 到 纤维 从 FCM) 
和 SCM) 的 整体 性 质 ,因此 不 但 说 明 纤 维 从 这 个 概念 在 拓扑 和 微 
分 几何 两 个 方面 都 是 要 紧 的 ,而 且 真正 是 把 黎 曼 几何 带 进 大 范围 
几何 的 新 纪元 了 (参阅 [KN I], 第 十 二 章 ). 

现在 我 们 把 后 来 的 进展 作 一 些 注解 . 

Pontryagin 形式 和 Pontryagin 类 (参阅 [KN I ], 第 十 二 章 ). 
BA nxn OH A 的 特征 多 项 式 


det (al + A) = Dp, (ADA, (66) 
k=0 
其 中 工 是 单位 矩阵 ， 
AO) E 23 >» signe + AX Ady n 
kl EL IRA i * 
(67) 
RE SG RRP iy is 的 对 称 群 . 如 果 4 是 反对 称 的 ， 


则 
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det (Al + A) = det (AI — A), 
因此 
Pau =0, Vi 0,12, (68) 
于 是 我 们 只 需要 考虑 p, CAD. 
d 是 一 个 黎 曼 度量 的 曲率 形式 . 因为 是 二 次 微分 式 , 它 
们 的 外 积 是 可 交换 的 ,所 以 我 们 可 以 在 ps(4) 的 表达 式 中 用 02; 代 
蔡 4;, 并 用 外 积 代 蔡 普 通 的 乘法 得 到 


' 1 ; 1 a ja 
Pa Q2) = Gp si . Qo Aw A LUN (69) 
可 以 验证 ,形式 
1 


2k 
pay = [去 | Pu), k—0,0),2,- (70) 


是 在 M 上 大 范围 定义 的 闭 微分 式 , 并 且 它 所 决定 的 de Rham 上 
同调 类 与 的 曼 度量 的 选取 无 关 ( 这 一 点 比较 难 证 ). 注意 到 形式 8 
也 具备 相同 的 性 质 ; 实际 上 不 管 在 M 上 取 什 么 样 的 黎 曼 度量 , 我 
们 都 有 | e-xao. 形式 p. (0) J& Pontryagin 在 1945 年 左右 独 
立 发 现 的 , 因此 称 为 Pontryagin 形式 , 它们 在 H*(M,R) 中 所 对 
应 的 de Rham 上 同调 类 称 为 M 的 Pontryagin 类 . 可 以 证 明 , 它 
们 实际 上 属于 AY“(M,Z), 即 是 整 系数 上 同调 类 . 现在 人 们 首 
先 对 于 M 上 的 复 向 量 从 定义 陈 类 , 然后 把 实 向 量 从 的 
Pontryagin 类 定义 为 它 的 复 化 向 量 从 的 陈 类 . 但 是 在 历史 上 并 不 
是 如 此 (因为 我 们 现在 不 具有 复 微分 几何 的 必要 准备 , 故我 们 在 
此 不 讨论 陈 类 ). 

BE ”这 是 代数 拓扑 和 李 代数 上 同调 的 基本 概念 , 它 恰恰 起 
源 于 陈省身 关于 Gauss-Bonnet 定理 的 证 明 . 我 们 已 经 看 到 在 
F(M) 上 有 B=d 开 .而 在 标 架 从 x:F(M) 一 M 的 每 个 纤维 (a) 
上 了 | 是 闭 形式 ,因而 它 定 义 了 属于 五 "(SO(z) ,R) 的 一 个 上 同 
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V2 C71 GO BH 是 SOCn))。 陈 -Weil 关于 示 性 类 的 理论 表明 ， 
这 个 在 H*(SOCn),R) 中 的 上 同调 类 与 M 上 的 度量 的 选取 无 关 ( 看 
[KNI], 第 十 二 章 和 Note 20)。 在 (36) 式 中 我 们 已 经 看 到 一 种 等 
RRR, MARHE Ms ,内 的 单位 球面 $9""' 上 是 H"*-!'(S*-!， 
员 ) 的 生成 元 。 上 面 的 步骤 可 以 概括 成 
OT I |g us. 
Ae35I mist gd E SI3E—^- 0 - 1) 次 闭 微 分 式 9， 也 就 是 说 ， 洲 
7 是 (n 一 1) 次 微分 式 ， 且 d7 = 0， 则 我 们 仍 有 d(T «m =8。 这 时 ， 
MMT | «2 ALR RMT + +N ates FE 
我 们 得 到 一 个 映射 ， 它 把 五 *"(M,Z) 中 6 的 上 同调 类 e(M)( 称 为 M 
的 Euler 类 ) 映 到 H” SOC), RD) /i* CH" COD, RB 
FEM, HH iSO) > EET GO HR ACBL CM) rh BS HR A. 
一 般 地 ， 所 谓 SO(n) 上 的 不 变 多 项 式 p AHS te we Ao 
soln) x *« x 50(n) > RCFE S0(n) ESOC) HERR), (BME 
ERA ge soc 
P(Ad(g) Aj, , Ad(g) A) = PCAs A D. 
设 1(SO(n)) 是 SOCn) 上 这 种 不 变 多 项 式 构成 的 实 代 数 。 若 在 M 上 
任意 给 定 一 个 黎 曼 度 量 ， 则 对 于 PE 1(SOCn))， 可 以 定义 上 同调 
类 [pCQ)]EH*(M,R)， 使 得 
P(Q) 2p5(Q, 5,0), 
也 就 是 在 PCA1,…, A Dh HE ORBE—TERA,, JERUBANBUX. 
LIT LIT 例如 ， 当 ”=2p 时 ， 命 
ho Ap) = 24 eCie, izp) Ajr Afr, 
Ee" S88 
Ml e€ I(SO(29), HECE HA e(9) 就 是 前 面 所 定义 的 Oo 
然 ， 说 p(9) 在 H*CM,R) 中 定义 了 一 个 上 同调 类 ， 必 须 证 明 以 下 
三 点 : 
O 每 一 个 (0) 是 闭 形式 
Gi) 每 一 个 P(0) 在 Re(Y 9€ SOCn)) 的 作用 下 是 不 变 的 ， 因 
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而 它 限 制 在 每 个 纤维 CD LAS. TE p(Q) 可 以 表 成 M 上 的 
一 个 微分 式 在 x* 下 拉 回 来 的 形式 .这样 , 我 们 能 够 说 2 (00 3: E 
是 定义 在 M 上 的 微分 式 (p(0) 在 Rs 的 作用 下 的 不 变性 是 由 p 是 
不 变 多 项 式 保证 的 ); 
Gi) p(Q) 作 为 上 同调 类 与 M 的 度量 的 选择 是 无 关 的 . 这 个 
映射 
p:I(SO(n)) > H* (M,R) (71) 
定义 了 所 谓 的 M 的 示 性 环 pU SO GOD. 此 外 ,对 于 每 一 个 
p(Q), 在 F(M) 上 存在 某 个 光滑 微分 式 Q, 使 得 在 F(M) 上 有 
p(Q) = dQ, 
JF E. Q EAE x7 GO EAR Ql Bt T H* (SO(n),R) 中 
lig —^4- ERA, CHEAŽ—S it Hn (PCGM) ,R) 中 的 元 素 . 这 
样 , 我 们 有 同 态 
I(SOQ) > H* (SO(n), R)/i* CH" (FCM) RY). C2) 
如 果 MM 是 NN 维 向 量 空 间 中 x- 平面 构成 的 Grassmann 流 形 , 则 利 
用 纤维 的 同 伦 序列 可 以 用 归纳 法 证 明 , 只 要 N 充分 大 ,对 于 任意 
的 i 直到 所 要 求 的 维 数 , 都 有 HH'(F(M),R) 二 0. BUR N 充分 大 
时 ,把 M HUE N 维 向 量 空间 中 的 > 平面 构成 的 Grassmann 流 形 ， 
则 (72) 成 为 
1(SO(n)) > H* (SO(n),R). 
自然 ,上 面 的 Grassmann 流 形 是 向 量 丛 的 分 类 空间 (参阅 [ST]). 
现在 ,SO(n) 的 上 同调 恰好 是 如 (>") 的 李 代数 上 同调 (本 质 上 这 就 
是 de Rham 定理 .E. Cartan 提出 de Rham 定理 的 猜测 , 正 是 因为 
他 需要 这 个 事实 ). 这 样 ,我 们 最 终 达到 同 态 
I(SO(Q)) + H* (80(n)), (73) 
称 为 超 渡 同 态 (参看 [Wj],[CA1J 和 [CA2]) ,在 及" (so(z)) 中 的 像 
元 素 称 为 超 渡 元 素 , 它 们 正好 与 鼠 " (2 (z)) 中 的 本 原 元 素 ( 即 
五 " (80(n)) 的 最 小 生成 元 素 组 ) 一 致 . 自然, 上面 的 构造 可 以 推广 
到 任意 李 群 的 情形 . 这 种 考虑 在 李 代数 的 上 同调 理论 中 是 重要 的 . 
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低 维 情形 的 Gauss-Bonnet 定理 ”由 于 8—dII,3E E 6 实际 
上 是 定义 在 M 上 的 形式 ,而 卫 至少 是 定义 在 SCM) 上 的 形式 . 当 
M 有 定向 ,D 是 M 中 的 一 个 区 域 ,并 且 它 的 边界 3D 是 光滑 或 分 
片 光 滑 的 , 则 我 们 有 


[2- [2 (74) 
严格 地 说 , 卫 VAS Mv Il rp v 是 3D 的 单位 外 法 向 量 场 ,看 
作 OD 上 的 球 从 的 截面 ,而 I, 是 SCM) 上 的 微分 式 , 适 合 r T= 
耳 (参看 (49) 式 ). (74) 式 是 关于 曲面 上 带 边区 域 的 经 典 Gauss- 
Bonnet 定理 的 直接 推广 .对 于 wn 宇 8, 从 (74) 式 得 不 到 什么 结果 .但 
FETE n=4 KR n=6 时 ,有 一 些 结果 与 Cohn-Vossen([CO]) 的 定理 
有 关 ( 可 参阅 [WA1],[WA2] 的 $6 和 $7,[GW1]). 如 果 MM 是 有 
向 的 非 紧 完备 的 2 HERR S DE ,Cohn-Vossen (CO D UE AA T : dn 
JE 五 !CM,R) 是 有 限 维 的 , 则 


[e< XM), (75) 


即 积分 收敛 . 且 不 大 于 ZM), RE BB — oo. 后 来 ,A. Huber 
(CAD HET KF H (M, OKRE. 这 两 篇 论文 都 是 微分 几何 方 
面 的 大 文章 ,既是 很 专门 的 ,又 是 极 富有 思想 的 . Greene-Wu 
([GW1]) 所 证 明 的 是 :倘若 dimM==4, 且 除去 一 个 紧 致 集 之 外 ,M 
的 截面 曲率 处 处 是 正 的 , 则 (75) 式 成 立 . R. Walter([WA1]) 证 明 ， 
车 截面 曲率 处 处 非 负 , 则 (75) 式 成 立 . 

TE dimM — 6 时 ,只 知道 有 这 方面 的 结果 ,因为 在 这 时 候 情 形 
变 得 十 分 复杂 了 ,前 面 提 到 的 Geroch 的 例子 已 经 说 明了 这 一 点 . 
关于 比较 详细 的 讨论 ,请 看 [PO]. 

高 维 情形 的 Gauss-Bonnet 定理 ”由 于 6 的 复杂 性 , 当 dimM 
之 6 时 应 用 Gauss-Bonnet 定理 几乎 是 不 可 能 的 . 只 有 两 个 例外 . 
在 1943 4E,C. L. Siegel 用 它 来 算 一 些 紧 复 流 形 S/T 的 体积 ,其 
中 S 就 是 所 谓 Siegel DME FRE 5 上 的 一 个 离散 等 距 
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变换 群 ([S], 见 $ 18 的 定理 5). 另外 ,[GW2] 将 Gauss-Bonnet 定 
理 用 来 研究 几乎 平坦 的 非 紧 流 形 . 在 这 里 ,Gauss-Bonnet 定理 的 
作用 是 决定 性 的 . 这 个 想法 最 近 被 其 他 的 作者 用 来 对 几乎 平坦 非 
紧 流 形 作 深入 的 研究 (如 A. Kasue, J. Eschenburg, V. 
Schroeder，M. Strake 等 等 ). 但 是 大 致 说 来 ,Gauss-Bonnet 定理 
表现 在 它 的 内 在 和 谐 美 的 方面 比 它 的 实用 性 要 重要 得 多 . 

最 后 请 读者 注意 :Gauss-Bonnet 公式 不 但 在 光滑 流 形 上 成 
立 , 甚 至 在 所 谓 的 Simplicial RS JE E ttj vr. 这 是 处 言 林 的 工 
作 [Y], 其 证 明 有 一 点 是 使 人 感到 意外 的 , 即 陈省身 在 [CH1] 中 的 
证 明 的 最 基本 想法 居然 在 Simplicial 情形 也 可 以 用 到 . 
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SER RACHA 


M. Gromov 最 近 给 出 了 关于 大 范围 黎 曼 流 形 的 一 系列 讲演 ， 
这 些 讲演 由 Lafontaine 和 Pensu 写成 讲义 [LGLP]。 这 里 大 范围 一 词 
的 意义 与 普通 的 意义 不 同 。 通 常 ， 大 范围 是 指 对 于 一 个 给 定 的 流 
形 作 拓扑 学 上 整体 的 研究 。Gromov 意 义 下 的 大 范围 是 考虑 给 定 
的 一 族 黎 曼 流 形 ， 研 究 这 族 黎 曼 流 形 之 间 的 关系 。 换 名 话说， 我 
们 现在 要 考虑 的 是 由 满足 一 定 条 件 的 黎 曼 流 形 所 构成 的 空间 。 由 
于 在 [GLP] 中 包含 了 许多 新 的 观念 和 想法 ， 所 以 从 这 种 大 范围 的 
角度 去 考察 歼 曼 流 形 引 起 了 许多 几何 学 家 的 兴趣 。 吸引 了 黎 曼 几 
何 学 家 注意 的 第 二 个 原因 是 在 [CCGLP] 中 有 两 个 收敛 定理 ， 一 个 是 
关于 Rieei 曲 率 有 下 界 的 紧 致 黎 曼 流 形 的 , 另 一 个 是 关于 截面 曲率 
的 绝对 值 一 致 有 界 的 紧 致 黎 曼 流 形 的 。 第 一 个 定理 的 证 明 无 疑 是 
正确 的 ， 但 是 第 二 个 定理 的 证 明 是 粗 线条 的 ， 多 年 来 一 直 有 很 大 
的 争议 第 二 个 定理 无 论 从 它 的 结论 ， 还 是 从 它 内 在 的 和 谐 来 看 
都 具有 十 分 重要 的 意义 ， 因 此 值得 对 它 的 发 展 和 前 景 作 一 番 简 要 
的 讨论 。 

让 我 们 先 回忆 一 下 任意 的 度量 空间 X 中 两 个 紧 致 子 集 之 间 的 
Hausdorff 距离 的 概念 。 设 4,8 是 度量 空间 X 中 的 两 个 紧 致 子 集 ， 
命 


(4，B) = max d(a,B), a» 
MA, 8 之 间 的 Hausdorff 距离 du 定义 为 “ 
dg (A, B) = max(d (A, B),d(B, A). (2) 


可 以 证 明 ，ds 使 得 X 中 全 体 紧 致 子 集 的 集合 成 为 一 个 度量 空间 。 
特别 是 da(4,B) =0， 当 且 仅 当 A=B。 但 是 这 个 度量 不 是 很 好 
的 。 比 如 ， 若 一 列 紧 致 子 集 {4i} 在 ds 意义 下 收 伍 到 紧 致 子 集 4， 
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Wn ME A, 是 一 些 非常 地 的 子 集 ， 我 们 仍然 对 于 人 说 不 出 更 多 的 性 
质 。 作 为 例子 ， 考 虑 X =[0, 1]x[0, 1 内 间距 为 二 的 网 格 点 集 


As (mera L) oci, icm 的 点 构成 的 集合 ). S CAO 


在 dg 意义 下 收敛 到 XX 自身， 所 以 在 取 极 限 过 程 中 维 数 可 以 向 上 中 
跃 。 若 命 A,= [0,4] x [0,4], OsCA«L, NICA, ed, SC PH 
到 原点 O ， 所 以 在 取 极 限 过 程 中 维 数 也 可 以 下 跌 。 此 外 ， 前 面 的 
例子 还 说 明 A 和 极限 A4= XX 在 拓扑 上 可 以 毫 无 关系 。 

现在 我 们 要 定义 任意 两 个 紧 致 度量 空间 之 间 的 Hausdorff fs 
离 dr。 设 /是 所 有 紧 致 (但 不 一 定 连通 ?的 度量 空间 所 构成 的 集 
合 。 设 X,YEn。 假 定 ZEw， 并 且 存 在 分 别 从 X,Y 到 2 内 的 等 距 
嵌入 庆 X-Z 和 9:Y-*Z。 用 唔 表示 度量 空间 Z 中 紧 致 子 集 之 间 的 
Hausdorff 距离 ， 则 命 


dy(X,Y) = inf 4&G OO 90» (3) 


其 中 inf 是 在 所 有 可 能 的 Z,f,g 的 集合 上 取 的 ， 这 种 2 的 存在 性 
是 明显 的 ， 例 如 取 Z = XxY， 其 中 的 距离 函数 是 


d(z,,2;) = d(xy,x4) + dCY 42), 


这 里 z = (x9), %= (xzaygo)EXxYi 此 时 ， 从 X,Y 到 Z 中 的 
自然 嵌 人 就 是 等 距 嵌 入 ,可 以 证 明 ，da(X,Y)=0 当 且 仅 当 
X,Y 是 等 距 的 〈 习 题 ， 但 是 这 不 很 容易 1)。 如 果 把 dE 此 等 距 的 
紧 致 度量 空间 等 同 起 来 ， 并 把 相应 的 等 价 类 的 集合 仍 记 作 4, RI 
dg 成 为 4 上 的 距离 函数 ， 称 为 & 上 的 Hausdorff 距离 。 

下 面 定义 内 草 度 量 空间 。 设 X 是 度量 空间 ，4 是 它 的 距离 函 
数 (为 了 避免 与 黎 曼 度量 发 生 混淆 ， 我 们 总 是 把 度量 空间 意义 下 
的 度量 用 距离 函数 来 描述 )。 设 Y:，[0,1]->X 是 XX 中 的 任意 一 条 
曲线 〈 即 》 是 从 [0,1J 到 XX 内 的 一 个 连续 映射 )， 我 们 把 ?的 长 度 
LY) 定义 为 
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a 
lov) = sup $44, Vt)» (4) 
i-0 


其 中 sup 是 对 于 所 有 的 分 割 0 = 5 4 nts. =1 取 的 。 由 此 可 
以 在 X 上 定义 一 个 新 的 距离 函数 di :X x X 一 [0,co)， 使 得 对 于 
任意 的 x,yEX 有 

d, G5) =inf I), (5) 


其 中 y 取 遍 所 有 连结 x 和 2 的 曲线 。 但 是 ,一 般 说 来 4Sdi 

(例如 ,在 SERERA 4 ,使 得 4 是 R"*! 中 标准 的 距离 函数 
在 S" 上 的 限制 ， 这 时 di 就 是 S* 上 通 常 的 球面 距离 ， 则 显然 有 4 
<di)。 如 果 度 量 空 间 (Xd 满足 条 件 4= d, MR (X,d) 是 
内 北 度 量 空间 。 在 黎 曼 流 形 M 上 ， 若 用 4 表示 用 M 的 获 曼 度量 定 
义 曲 线 的 长 度 从 而 诱导 出 来 的 距离 函数 ， 则 (M,4) 显然 是 内 
RMA, AA BERTH X 的 特征 是 ，X 首 先是 一 个 度量 空 
闻 ， 并 且 对 于 任意 的 x,yEX， 及 任意 的 0,， 必 能 找到 一 点 
2EX 使 得 


max(d(5,2),d(2, 3) ) HG, y)te 


(这 样 的 点 > 3529 x , 9 的 近似 中 点 )。 用 .和 记 全 体 紧 致 内 蕴 度 量 
空间 的 集合 ， 它 关于 Hausdorff 距 离 dz 成 为 度量 空间 。 命 
7r(n,c,0) - (M: ME n IERSUR SEE. 
HRic(M)>(n-1)c, diam(M)<6}, 
其 中 diamtM) 是 指 M 的 直径 .很 明显 27(n,0,0) C7. MERIT 
以 叙述 第 一 收敛 定理 如 下 : 

第 一 收 全 定理 KAY (Cn, c,d) 在 了 中 的 闭 包 是 紧 致 的 。 换 
言 之 ， 对 于 (mn,c,6) 中 任意 一 个 序列 {M1}， 必 有 它 的 一 个 子 序 
IHM: 。} 及 紧 致 的 内 曹 度量 空间 X， 使 得 Mi ,在 ds 意义 下 收敛 
ax. 

AREL -77(0,0,0. HEHHE, RAY -»' 
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的 元 素 一 般 说 来 不 是 ” 维 流 形 ， 更 谈 不 上 是 光滑 流 形 。 例 如 ， 设 
X,-R/ZxR/GZ), 4>0. 
显然 ， 每 一 个 X: 在 拓扑 上 是 紧 致 环 面 ， 并 且 赋 以 平坦 黎 曼 度 量 . 


这 样 ,{X,} 是 一 些 Ricci 曲率 有 下 界 、. 直 径 有 上 界 的 紧 致 黎 曼 流 形 
的 集合 。 当 4 一 0 时 ，X， 在 dg 意义 下 的 极限 是 R/Z。 所 以 ds 的 收 
敏 性 不 能 保证 极限 的 维 数 与 序列 中 各 成 员 的 维 数 相 一 致 。 再 如 ， 
设 M 是 一 个 圆锥 面 ，M。 是 在 顶点 处 逐渐 逼近 M 的 一 系列 光滑 曲 
Ti (RED. B, MaM, BEMAR. M du 的 收敛 
性 也 不 能 保证 光滑 性 保持 不 变 。 由 此 可 见 ， 第 一 收敛 定理 给 出 的 
收敛 性 尽管 是 很 意外 的 ， 但 是 收敛 本 身 的 意义 并 不 大 。 

如 果 加 强 关于 曲率 的 条 件 ， 并 且 对 体积 加 上 一 些 条 件 ， 则 可 
以 保证 某 类 黎 曼 流 形 集合 的 边界 点 仍 是 黎 曼 流 形 。 为 此 需要 定义 
紧 致 度量 空间 的 集合 4 上 的 Lipschitz 距离 函数 dL。 设 1:X->Y 是 
从 度量 空间 X 到 Y 的 连续 映射 。f 的 伸 长 系数 dil f 定义 为 


dfx’) FD) 
d(x',x) 


(6) 
(可 能 dilf = +00), Hdilf<+oo, MGs / Æ Lipschitz 映射 。 
WX, Y EE RATERS. WR X,Y PRA, MAE 

4,(X,Y) = +0; 车 XX 和 Y AR, Me 
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4, Y) —infC|log dilf|+ [log dil f^, (7) 
其 中 inf 是 在 所 有 的 同 胚 f.X-Y 上 取 的 . 显然 , 若 X. 是 等 距 
的 , 则 dr(X,Y)==0. 反 之 亦 对 .这样 ,di 在 py 上 诱导 出 一 个 拓扑 ， 
PROS x 上 的 Lipschitz 拓扑 . 虽然 对 于 不 同 胚 的 和 ,了 ,规定 了 
GCCX,7Y) 一 十 ce, 但 是 为 了 方便 起 见 ,仍然 称 dO XY 之 间 的 
Lipschitz 距离 . 可 以 证 明 ,如 果 {M;} 是 紧 致 度量 空间 构成 的 序列 ， 


则 MM JA M. -和 也 从 反 过 来 不 对 . d, 的 重要 性 在 于 下 
面 的 引 理 , 它 是 Shikata 提出 来 的 ， 

引 理 ([S]) 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 n, 存 在 只 依赖 n 的 eln) 
二 0, 使 得 任意 两 个 HEURE S VUE M,M ,只 要 满足 条 件 
dL(M,M')<eln)，, 则 它们 必定 是 彼此 可 微 同 胚 的 . 

很 明显 ,Shikata 的 文章 对 于 Gromov 的 工作 有 决定 性 的 影 
响 . 然而 Gromov 的 功劳 是 把 这 个 大 家 知道 的 事实 变 成 强 有 力 的 
工具 . 

为 了 叙述 Gromov 的 第 二 收敛 定理 ,我 们 先 给 出 C-RA 
形 的 概念 . 设 cE (0,1]. WR n 维 流 形 MAA Be Ee 
标 变换 函数 的 一 次 偏 导数 都 是 a-Holder 3E £t , RU BIZ AB gd 26 
是 M 的 一 个 C1*- 微 分 结构 ,而 M 称 为 C1*- 微 分 流 形 . 如 果 在 HE 
CBA HIG M 上 有 一 个 C?"- 黎 曼 度 量 , 并 且 关 于 任意 一 点 zEM 
的 距离 函数 p 在 位 于 z 的 截 割 轨迹 以 内 的 每 一 个 测 地 球 B(z,r) 
内 除 z 之 外 是 C1* 的 ,并 且 Holder 常数 是 一 个 只 与 流 形 M 有 关 的 
数 , 则 称 M 为 C"“- 黎 曼 流 形 . 关于 上 面 的 定义 有 一 点 需要 说 明 . UE 
流 形 M LEHRER RR BRR Z gdr dz’, Bri C"-38 S BE Ft 


是 指 度量 系数 gi 是 连续 函数 . 至 于 距离 函数 P, 则 要 求 它 在 奇 点 z 
以 外 是 C1 的 , 即 
IdeGzi? — dez) | S K * [d (21,22) ]", 
其 中 天 是 只 依赖 于 M 的 常数 . 因为 在 事实 上 距离 函数 o 具有 上 比 
85 更 高 的 可 微 性 ,所 以 上 面 的 两 个 要 求 没有 矛盾 . 
现在 命 
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€ -€0,A,8,0) 
-(M:MEnIERSCR SUE, 
|Kul<A?, diam(M)<6, HvolCM)zv), 
其 中 Ky 表示 流 形 M 的 截面 曲率 。 我 们 可 以 叙述 第 二 收敛 定理 如 
T: 

PIRES UAC PRA 定 的 一 个 序列 {Mi y 必 

有 它 的 一 个 子 序列 {Mi。} 及 CU -R BUI M, 使 得 M1, 一 >M 
( 当 a-> + co), 

这 就 是 [GLPJ] 中 的 定理 8.28。 在 讨论 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 
处 理 几 个 明显 的 问题 。 

首先 ， 由 于 dz- 收 敛 性 蕴含 着 4w- 收 敛 性 ， 所 以 第 二 收敛 定 
理 断 言 多 在 .和 中 在 da 意义 下 的 闭 包 是 由 ? 维 流 形 组 成 的 。 

其 次 ， 注 意 到 Shikata 引 理 以 及 任何 C'，”- 微 分 流 形 都 具有 一 
个 C*- 微分 结构 的 事实 ， 则 不 难看 出 在 上 述 定理 中 当 4 充分 大 时 
M ,与 M 都 是 可 微 同 胚 的 ， 因 而 它 们 之 间 也 必定 是 彼此 可 微 同 胚 
的 。 于 是 我 们 有 下 面 的 

锥 论 ([C] 及 [PE1]) 在 多 中 彼此 不 可 微 同 Ve 的 成 员 只 有 有 
限 多 个 。 

在 此 我 们 把 上 面 的 推论 看 作 是 从 第 二 收敛 定理 自然 地 引申 出 
来 的 。 但 是 ， 上 之 实 上 这 个 论断 在 [CJ], [PE1] 中 是 直接 证 明 的， 而 
且 它 是 证 明 第 二 收敛 定理 的 必要 前 提 。 

再 有 ， 我 们 在 该 定理 中 所 考虑 的 流 形 要 满足 三 个 假设 ， 

G) [Ky] S4; 

(Gi) diam (M) <6; 

Gii) vol( M) 2v, 
这 三 个 条 件 是 缺 一 不 可 的 。 例如， 车 去 掉 假 设 (i)， 则 我 
们 可 以 把 一 个 标准 的 坏 面 逐 渐 拉 长 ， 并 增加 亏 格 ,, 使 条 件 (让 和 
(dii) 照样 可 满足 ( 见 图 10)。 但 是 ， 这 样 的 2 维 XE 致 曲面 可 以 
有 无 限 多 个 不 同 的 拓扑 类 型 ， 所 以 第 二 收敛 定理 是 不 可 能 成 立 
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的 。 去 掉 假 设 (D 或 〈iii》 的 例子 在 前 面 已 经 给 过 了 ( 见 第 一 
收敛 定理 后 面 的 两 个 例子 )。 由 此 可 见 ， 这 个 定理 的 假设 是 不 能 
再 减弱 的 。 


CD Gees 


图 10 


我 们 现在 来 解释 为 什么 这 个 定理 会 引起 许多 黎 曼 几 何 学 家 的 
惊讶 。 为 简化 讨论 起 见 ， 我 们 从 一 开始 就 假定 Mi ,和 M 都 是 可 微 
同 胚 的 ， 并 且 把 M4 ,上 的 黎 曼 度量 都 拉 到 M 上 去 考虑 。 这 样 ， 在 
AM 上 就 有 一 系列 黎 曼 度 量 9。， 它 们 满足 -- 定 的 条 件 。 定 理 说 ， 
{94} 应 该 一 致 收敛 到 M. 上 的 CBB. REEL CUR 
BUMS = 279,05 GI RH EHR gij 是 连续 函数 ， 并 且 从 


它 诱导 的 距离 函数 是 C' ”的 。 设 9。= Z gi,dx!dx!, SE UE 明 在 


紧 致 集 上 9g7 ;一 致 收敛 到 gt ,的 办 法 是 用 Arzels-Ascoli 定 理 ， 然而 
要 运用 Arzela-Ascoli 定理 就 需要 假定 {9?; } 在 紧 致 集 上 是 一 致 有 
界 的 ， 并 且 是 等 度 连续 的 。 后 者 实际 上 是 要 求 91; 的 一 阶 导 数 是 
一 致 有 界 的 。 因 此 要 证 明 的 是 在 每 一 个 紧 致 子 集 上 ， 对 每 一 个 4 
都 一 致 地 有 


和 


19151 «Ci (8) 

[dgi, | Cs. (9) . 
KEW, (D 式 在 曲率 |Kw | 三 A? 的 假定 下 是 能 够 得 到 保证 的 ， 
因为 在 测 地 坐标 系 {y{} 下 ， 设 

gs 7 39i dy! dy?, 
Wi Ze dft Ku! «AT T Rauch 比较 定理 可 以 给 出 197y1 的 界 。 但 
是 ，(9) 式 的 情形 不 是 那么 简单 。Kaul HAT (KAU), aR 
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|DRIZAAMW GEPRE Z 曼 曲 RKB, Wid, | 有 界 。 于 
是 ， 问 题 就 成 为 ， 如 果 没 有 关于 1DR| 的 假定 ， 怎 么 能 够 证 明 类 
WF (9) 式 的 估计 呢 ? Gromov 的 第 二 收敛 定理 似乎 是 断言 : 关 
于 所 论 的 这 一 系列 黎 曼 度量 9。， 尽 管 没 有 等 度 连续 的 假定 ， 但 是 
Arzela-Ascoli 定理 仍然 是 成 立 的 。 对 于 这 一 点 ， 许 多 几何 学 家 都 
有 一 个 好 奇 的 问号 ， 这 怎么 是 可 能 的 ? Gromov 在 L[GLP] 中 的 论 
证 是 比较 粗略 的 ， 并 没有 为 这 个 问题 提供 答案 。 下 面 我 们 先 扼 要 
地 叙述 Gromov 的 证 明 。 

黎 曼 流 形 M 中 的 一 个 离散 点 集 .2 称 为 密度 是 圈 的 8- 格 ， 如 果 
对 于 任意 的 xu xaE 278 d(, x20, FAM FERN 9€ M 必 存 
在 一 点 xE v, (E 得 d(x,y) se. Gromov 论证 的 第 一 步 〈 基 本 上 
是 [GLP] 中 关于 8.25 的 证 明 ) 如 下 ， 给 定 ME €, RE={m,, 


sen Ma EM PRA g” c-H. RÆ hE 如 图 11 所 示 的 函 


Bee EMS IMR", EA 
fx) = (hd (x, m,)) , 09 ACA, M 


345 eah, FECHA. AH, FERB I> 0, ERS. M) 
ROPE MAIS RIZE, CF. CMDO EXE RT GR. 如果 M'E 


T, da (M M^) 充分 地 小 ， 则 M/ 也 有 一 个 密 座 为 10 的 s- 格 ， 并 
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且 恰 好 包含 n(e) 个 元 素 。 这 样 ， 还 可 以 定义 映射 fiM >R”, 
GIS, REC RA. TAER, MOCB, C.M); AERE 
证 明 记 ,(f ,CM)) 到 f,(M) 的 正 交 投影 实际 上 给 出 了 从 SMOR 
FM EMO WRI. FÆ, 4 d(M,M >00, MAME 
Lipschitz 可 微 同 胚 的， 即 d; (M, M^)-»0. 

Gromov 论证 的 第 二 步 〈 即 [GLP] 中 关于 8.28 的 证 明 ) 是 这 
样 的 ， 在 多 中 给 定 一 个 序列 {M1}， 由 第 一 收 伍 定 理 可 在 其 中 取 
子 序列 {M。)}， 使 得 Ms。 一 ->M， 其 中 M 是 一 个 内 蕴 度 量 空间 。 从 
论证 的 第 一 步 可 知 ， 对 于 所 有 充分 大 B a, M. 是 彼此 可 微 同 
WAS, Hd,CMs  Mg)--0, ik Ma—>M, 因此 M & CHER 
WX. 

日 本 数学 家 A. Katsuda 发 表 了 一 篇 文章 ([KAT]) 补充 了 
Gromov 的 论 证 第 一 步 中 所 需要 的 全 部 细节 。 仍 然 不 清楚 的 是 论 
证 的 第 二 步 是 否 是 完全 正确 的 ? 特别 是 ， 在 M 上 是 否 存在 一 个 连 
续 的 黎 曼 度量 作为 Me。 上 的 黎 曼 度量 的 极限 ? 因此 ，Gromov 写 出 
的 这 个 定理 引起 了 大 家 的 兴趣 和 争论 。0.Durumeric 提出 的 研究 
报告 CDUD H: MRE OKAZ 理 成 立 ， 则 在 极限 流 形 M 上 
的 黎 曼 度量 事实 上 是 C: 的 ， 而 不 只 是 0? 的 ， 他 的 证 明 使 用 了 由 
J.Jost-H.Karcher([JK]) 所 构造 的 调和 坐标 系 。 此 外 ,M. Berger 
利用 第 二 收敛 定理 推广 了 球 定理 (The Sphere Theorem)。 球 定理 


说 ， 如 果 单 连通 紧 致 黎 曼 流 形 M 的 截面 曲 率 K 满足 条 件 十 < 


太 1， 则 M 或 者 同 胚 于 S", 或 者 等 距 于 秩 1 的 对 称 空间 ( 即 PkC， 
PH 和 Cayley 射 影 平面 ， 见 第 二 章 $2, § 3 的 讨论 )。Berger 现在 


的 推广 定理 说 ， 对 于 每 一 个 侦 整数 n, dere GO Ce, Mel n 


EE RAR REM RK 满足 条 件 eK, 
它 必 同 胚 于 S"， 或 可 微 同 胚 于 秩 1 的 对 称 空间 (参看 [BJ)。 
Berger 定 理 的 关键 在 于 证 明 : 若 M 上 有 一 系列 黎 曼 度量 9*， 它 们 
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的 截面 曲率 满足 条 件 se< Kx<1， 其 中 eum MU MAREE 


偶数 时 ,这 些 流 形 的 体积 有 下 界 , 直 径 有 上 界 。 由 第 二 收敛 定理 ， 

就 有 C!'”'- 黎 曼 度 量 g= limg*, Berger 的 证 明 要 求 g 有 更 强 的 性 
WM, Mok 应 该 有 指数 映射 ， “并 且 可 计算 弧 长 的 第 一 变 分 ， 因 此 9 
应 该 是 C! 度 县 。 根 据 Durumerie 的 文章 ， 如 果 第 二 收 义 定理 成 立 ， 
则 Berger 的 证 明 是 通 得 过 的 。 事 实 上 可 以 直接 证 明 下 列 比 第 二 收 
化 定 理 更 强 的 结果 。 

定理 任意 给 定 一 个 序列 {Mi}Cg(n,A,6,v)， 则 存在 一 
个 子 序列 {M1} 及 光滑 流 形 M， 使 得 对 每 个 0<a<1， 在 M 上 存在 
一 个 C…" 黎 曼 度 量 满足 Mi 一 ->M。 

这 个 定理 目前 有 两 个 证 BI; [GEW3] 和 较 迟 (但 独立 ) 的 
[PE2]。 在 下 面 我 们 只 讨论 [GEW3] 的 证 明 。 在 这 个 定理 中 虽然 " 
不 能 取 1 的 值 ， 但 是 不 难 证 明 第 二 收敛 定理 是 这 个 定理 的 推论 

( 见 [GEW3J 的 开头 的 讨论 )。 事 实 上 ，Peters 最 近 找 到 例子 证 册 
4 a= 1 时 这 个 定理 是 不 成 立 的 (CPE2]) . 
我 们 在 这 里 只 给 出 一 个 例子 ， 说 明 在 a 二 1 
时 ， 为 什么 这 个 定理 一 定 不 成 立 。 命 M 为 
带 帆 的 圆柱 面 (图 12)，AM; 是 将 它 在 圆柱 
面 与 半球 面 交界 处 光滑 化 所 得 到 的 一 一 系列 
曲面 ， 则 M,M,E@, JE BM, M. 
[BR MESSER EE RERREIECIUBM. BH 
面 ， 这 个 定理 显然 已 经 满足 了 Berger 的 论 
证 的 需要 。[LGEW3] 的 证 明 利 用 了 基于 
[LIJK] 的 解析 方法 ， 设 有 涉 及 前 面 所 描述 
的 Gromov 的 几何 论证 。 图 :12 

下 面 我 们 分 别 讨论 第 一 收 敏 定理 证 明 的 想法 ， 第 一 收敛 定理 
的 意义 ， 以 及 [GEW3] 的 定理 的 证 明 。 

为 第 一 收敛 定理 英 基 的 事实 是 所 谓 的 装 韦 性 质 (packing 
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property), Hl. 对 于 任意 给 定 的 670,4 fk -k(n,0,0,6) € Z*, 
使 得 属于 2 (n,c,5) 的 每 一 个 流 形 M 至 多 能 包含 k 个 互 不 相交 的 
半径 为 c 的 测 地 球 。 它 的 根据 是 关于 体积 的 Bishop-Gromov 不 等 
X. 设 M 是 完备 黎 曼 流 形 ， 它 的 Ricci dist ( - De,v(x,r) 表 
IRM PIA x 为 中 心 、 以 r 为 半径 的 测 地 球 的 体 R, Hr CO ER 
常 曲率 为 的 单 连通 空间 形式 中 半径 为 > 的 测 地 球 的 体积 ， 则 


v(x,r) 


v.c) 是 7 的 单调 下 降 函 数 〈 参 看 [WSY] 的 8 11)。 设 y€ M, 当 


6 之 diamM 时 ，vCM) =v《y,6)。 根 据 Bishop-Gromov 不 等 式 ， 当 
。<6 时 有 


VCM) _v(y,6) VCE) 
Vel) Vel) Svele)’ 


Ve (E) 
v, tun. (10) 


把 下 取 成 不 小 于 人 2 的 整数 ， 则 当 ME on (scs B E M 中 所 


包含 的 互 不 相交 的 、 半 径 为 的 测 地 球 的 个 数 不 会 超过 k。 车 不 
然 ， 设 M 中 包含 k>k 个 这 样 的 测 地 球 ， 则 
MSk NERA e 的 测 地 球 的 体积 之 和 


ve (e) 
v." 


k’ 
Sk’. M> FIMM), 


这 是 一 个 矛盾 。 

对 于 e>0, RN OORREX PRAIA 的 互 不 相交 的 半径 
为 的 球 的 最 大 个 数 ， 于 是 有 函数 N,:.A-~2Z+。 很 明显 ， 第 一 
收敛 定理 是 下 面 的 主要 引 理 及 9 (n,c,6) 的 装填 性 质 的 直接 推论 . 

主要 引 理 ” 设 -是 .中 的 子 集 ， 使 得 RPh 6:20. BK 
NN, 在 上 是 有 界 的 ， 则 .wf 在 中 的 闭 包 是 紧 致 的 。 
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主要 引 理 的 证 明  NEHIA—T AUR. 

(a) 把 .中 的 度量 空间 序列 的 dz- 收敛 性 归结 为 在 这 些 空 间 
FS SPAS HAS TE. RMI, BEX: ERRER 
空间 的 序列 ， 使 得 sup{diamXs}< + co 车 对 每 一 个 s>>0， 在 
Xi 中 存在 se- 格 Li ， 使 得 dz(Li ,Li) 一 0， 要 证 明 da(Xiy X 70. 
证 明 的 想法 是 在 XiHX; CERES) EAH dL (Li Li) ih 
性 质 定义 一 个 度量 1， 然后 利用 dd# 证 明 dz(CXi,Xi) 可 以 任意 
地 小 。 

(b) 证 明 .wx 是 预 紧 的 《precompact)， 即 对 于 任意 给 定 的 序 
列 {X41}CCwY， 必 能 找 出 它 的 一 个 子 序列 {XX。}， 使 得 该 子 序列 关 
于 da 是 Cauehy 序 列 。 这 里 用 到 了 函数 N, 的 有 界 性 ， 即 存在 与 i 
无 关 的 整数 k， 使 得 N, (X Dk. WHN., Tg ERKO, 1, ns 
这 有 限 多 个 数值 ， 故 必 有 某 个 k,0<k,<k， 使 得 在 {Xi} 中 有 无 
RET RAX WEN (Xi) =ke 不 妨 把 这 无 限 多 个 成 员 构成 
的 序列 仍 记 作 {X1}， 则 在 每 一 个 X: 中 能 够 包含 k, 个 互 不 相交 的 
- 球 ， 而 不 能 包含 多 于 ki 个 互 不 相交 的 s- 球 显然， 这 些 球 的 中 
心 构成 一 个 2e- 格 L:。 将 Ca) 用 于 {LI }， 则 dn《XisX;》 可 以 任意 
地 小 ， 即 {Xi} 是 dg 意义 下 的 Cauchy 序 列 。 

(c) 已 知 集合 .x 中 关于 ds 的 一 个 Cauchy 序列 ， 构 造 它 的 极 
限 元 素 。 已 知 序 列 {X1}Cw。 根 据 (b)， 在 必要 时 过 渡 到 它 的 


一 个 子 序列 ， 总 可 以 假定 对 每 一 个 n 在 Xi 中 存在 十 - 格 L?, 满 足 
dL(L3,L3) 一 0(i,j->o0)。 由 于 对 所 有 的 :，L? 是 彼此 Lipschitz 
FER. ML = L?， 并 且 把 其 余 的 L? 与 7" 等 同 起 来 ， 则 从 Xi 在 
L? 上 诱导 的 度量 4? 就 成 为 L" 上 的 度量 。 命 4* = limd?, 则 CL",d") 
成 为 度量 空间 。 不 妨 设 C"CL? ICL ICH, 命 多 = 上 【J pa 
EG ER 到 4， 于 是 得 到 度量 空间 Ce. 它 的 完备 化 记 
作 (多 ,2)。 然 后 再 证 明 ds(X1, 多 )->0( 当 :oo0)， 即 多 是 序列 
{X E dg 下 的 极限 元 素 。 最 后 一 点 的 证 明 实 质 上 就 是 前 面 的 步 
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9 o. ER. 
ZUR CO 中 的 想法 是 十 分 漂亮 的 。 例如 设 0 =[0,1] 


xti & (oh) aa Rh cho xD 


n'n 
RAO, RERS = L", MrR HARAR 点 的 集合 ， 再 


让 多 完备 化 ， 于 是 多 =Q， 步 又 (ec) 就 是 上 面 这 个 具体 例子 的 推 
r. 

设 -27(n,0,0), WHR 性质 可 知 ， 主 要 引 理 的 条 件 是 
成 立 的 。 因 此 Cn,c,6) 在 了 中 的 闭 包 是 紧 臻 的， 第 一 收敛 定理 
得 证 。 

第 一 收敛 定理 的 实质 性 作用 就 是 被 Gromov 用 来 证 明 第 二 收 
敛 定理 。 自 然 ， 根 据 前 面 的 分 析 ， 我 们 还 不 能 肯定 第 二 收敛 定理 
是 完全 正确 的 。 另外， 第 一 收敛 定理 为 我 们 提供 了 许多 有 趣 的 想 
法 。 下 面 给 出 两 个 例子 。 设 2 = 2 (n,c,6), 定 义 函 数 bs:7 Z*, 
使 得 对 任意 的 ME 有 bk.《M) = M 的 第 天 个 Betti 数 。 比 较 含糊 
一 点 说 ， 如 应 是 区 上 的 连续 函数 。 因 为 芳 是 紧 致 的 ， 故 如 在 史上 
应 该 是 有 界 的 ， 当 上 = 时 ，Gromov 实际 上 已 经 证 明了 下 面 的 定 
Fi. 存在 只 依赖 于 ne,6 的 正 整数 (nc,5)， 只 要 ME 2Y 就 有 

b(M) <9(n,¢,5) 

(参看 [GLP]， 第 5 章 )。 在 本 书 的 第 一 章 已 经 指出 ， 当 c=0 时 
CBN Ricci 曲率 非 负 时 )，b,(M) 的 上 界 是 mn。 换 句 话 说， 不 管 8 
是 多 少 ， 我 们 都 有 9,0,0) =n。 一 个 自然 的 问题 是 ， 如 果 |c6?| 
充分 地 小 ， 是 否 仍 有 ?Cn,c36) =n?.Gromov 的 定理 也 肯定 地 回答 
了 这 个 问题 。 第 二 个 考虑 是 关于 x,(M) 的 ， 其 中 ME 9。 因 为 六 
的 紧 致 性 意味 着 这 种 流 形 的 拓扑 RAGA, AMR eB 
7, CM 49 THR AMR dS. Gromov 在 [GLP] 的 第 5 章 定义 了 一 
类 有 限 生 成 群 G。(aE R)， 并 且 证 明了 当 n,6,c,0 固定 时 ， 集 合 
{zi(M):MEY (nc.6)}NG, 
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ACH. 粗略 地 说 ，G。 是 由 无 找 群 组 成 的 ， 其 中 每 一 个 元 素 包 
含 在 唯一 的 一 个 极 大 循环 群 之 内 ， 而 任意 两 个 元 素 生成 的 子 群 有 
>a 的 指数 增长 (exponential growth with entropy>2), G,& 
负 截 面 曲率 紧 致 黎 曼 流 形 的 基本 群 的 抽象 。 应 该 强调 的 是 ，Cro- 
mov 的 上 面 两 个 定理 的 证 明 与 第 一 收敛 定理 无 关 ， 但 是 第 一 收敛 
定理 暗示 了 这 些 想 法 。 

第 -- 收 全 定理 当然 是 一 个 关于 Hausdorff 距离 的 结果 。 如 果 
读者 由 此 得 到 一 个 印象 ， 以 为 Hausdorff 距离 这 个 概念 太 抽 象 和 
不 实用 ， 我 们 得 要 矫正 这 个 错觉 利用 这 个 概念 ，Gromov 在 
[GR] 中 解决 了 一 个 关于 无 限 离散 群 的 增长 率 的 问题 。 这 是 一 个 
辉煌 的 工作 。 最 近 Fukaya 在 [F4] 中 证 明了 一 个 关于 Hausdorff 
收敛 的 定理 ， 如 果 { M1} 是 一 族 n 维 黎 曼 流 形 ， 而 且 在 Hausdorff 
距离 意义 下 Mi 一 M， 其 中 MM 也 是 黎 晕 流 形 ，dim M<n。 那 么 在 
适当 的 曲率 、 直 径 的 假设 之 下 , 对 于 所 有 充分 大 的 !， 每 个 Mi 一 
定 是 M 上 的 纤维 从 ， 而 纤维 是 所 谓 的 infranil 流 形 。 特 别 是 如 果 
dim M =0〈 即 愉 是 一 个 点 )， 这 个 定理 就 成 为 Cromovy 的 有 名 的 
几乎 平坦 流 形 定 理 (关于 后 者 参看 LBK]) 。 

现在 回去 讨论 LGEW3] 所 给 出 的 定理 的 证 明 。 这 个 证 明 需 要 
引进 两 个 技术 性 的 工具 ， 它 们 都 是 很 有 用 的 。 第 一 个 工具 是 所 谓 
取 重 心 的 技巧 。 参 看 [BK],[KAR] 和 [GVK]J。 这 三 篇 文章 读 起 来 
很 困难 , 我 们 从 直观 上 作 一 些 解释 .与 我 们 关系 密切 的 中 心 问题 如 
下 : 设 M, 龙 是 两 个 紧 致 黎 曼 流 形 ， 它 们 分 别 由 天 个 半径 为 了 的 


测 地 球 所 覆盖 。 设 
M*B,UB;U**UB,; 


M-BUB--UB. 
其 中 r 大 大 小 于 ML M BSE. EET S. 我 们 有 可 微 
FA /,:B,- By. FARA, RETEJXSERRIM /, 粘 起 来 得 到 光滑 映 
M IM M yo 能 否 把 这 些 /1 粘 起 来 得 到 一 个 光滑 同 胚 7? 
我 们 称 {f4} 是 C"- 接 近 的 ， 如 果 对 每 一 点 xE M 以 及 任意 两 
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个 包含 x 在 内 的 测 地 球 D, ,Bi 都 有 

ASD f CDE, ap 
Fh er, HERI HKD: WR } 是 C"- 接 近 
的 ， 对 于 xE M， 设 包含 x 的 测 地 球 的 全 体 是 Bi, o> Br,» Silt 
fG) =z, KHER, 00, 7S /,, 00) 的 重心 。 但 是 这 种 做 法 
不 能 保证 df 是 处 处 非 零 的 。 例 如 假定 只 有 两 个 映射 fife, mH 
当 x 沿 某 条 曲线 y 运动 时 f1(x) 和 f(x) 恰好 朝 两 个 相反 的 方向 
移动 ， 因 此 从 直观 上 看 1(x) UREA, Rio 是 常 值 函数 ， 
即 df/(?) =0。 由 此 可 见 ， 要 排除 这 种 可 能 性 ， 单 是 假定 {f1} 是 
C"- 接 近 是 不 够 的 。 我 们 称 {f1} 是 C 一 接近 的 ， 如 果 {f1} Æ C- 
接近 的 ， 并 且 对 于 任 痢 的 xEBi， NNB p 0,00) BER 
一 个 坐标 域内 ， 并 且 对 于 充分 小 的 正 数 es 有 

Mis Sigle <Er (12) 
HBg (è C'- 接 近 的 ， 则 可 以 证 明 上 面 所 定义 的 f 是 光滑 同 
肽 。 证 明 过 程 是 常规 的 、 单 调 乏 味 的 。 下 面 我 们 把 前 面 的 一 些 说 
法 作 确 切 的 叙述 。 

在 Rs* 中 的 质点 组 重心 的 概念 是 很 简单 的 。 设 Pi 是 质量 为 mt 

的 质点 ， 则 质点 组 {Pi} 的 重心 0 满足 方程 


>; m,OP, -0. 
i 


JD O MARE UBER BE 00 = Dom, 《d(x,p1))* 的 唯一 


i 
的 最 小 值 点 。 设 M 是 完备 黎 曼 流 形 ， 并 且 M 的 单 射 半径 和 凸 半径 
都 不 小 于 o 〈 即 ， 对 于 任意 一 点 xE M, BG) 是 M 中 的 测 地 凸 
邻 域 ， 并 且 映 射 expr: B(x,10) 一 MM: 是 有 意义 的 )。 若 {P11 是 M 


上 有 限 的 一 组 点 ， 并 且 每 个 p; 落 在 某 个 以 入 为 半径 的 测 地 球 内 ， 


设 {91) 是 一 组 非 负 实数 ， 生 三 ?1 >0。 则 点 集 {Pi1} 的 以 {?4} 为 权 
MEd x € M 是 适合 下 列 条 件 的 唯一 的 一 个 点 ， 
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Mu * expzip, =0. (13) 
i 


MAS, (P } 的 以 {9; } 为 权 的 重心 xo 恰 好 是 通过 指数 映射 把 {pi;} 
拉 回 到 切 空间 Mz。, 上 所 得 到 的 点 集 以 {9 } 为 权 的 重心 。 等 价 地 ， 


重心 和 也 是 函数 r(z) = Dyo, (d(z;pi))2 的 唯一 的 最 小 值 点 。 当 


i 

然 ， 重 心 zo 的 存在 性 和 唯一 性 都 是 需要 证 明 的 。 并 且 还 可 以 证 明 
Xo 是 {p41} 和 {794} 的 光滑 函数 。 

现在 回 到 /1:B, 一 各; 的 情形 。 RE JE M. M 的 单 射 半径 、 
凸 半径 的 一 个 下 界 。 假 定 对 每 一 点 xE M， 所 有 有 定义 的 像 点 
jz) 都 包含 在 至 中 一 个 半径 人 《io 的 测 地 球 内 。 设 {9+ } 是 M 的 从 属 
于 {By} 的 单位 分 解 ， 即 supp wsCBi。 对 于 xEM， 用 站 表示 点 
(OH. VL (0,00) 为 权 的 重心 由 于 3 是 {f1(x)} 和 
{94(x)} 的 光滑 函数 , 故 3 是 x 的 光滑 函数 . 命 /(x) = 2, RI f 就 是 
从 M 到 肌 的 光滑 映射 。 

PRES EC REN, Was, (X)} 是 彼此 接近 的 ， 其 中 
XX 是 沿 M 中 一 条 最 短 测 地 线 的 平行 向 量 场 .因而 4f(X) 与 4f;(X) 
也 是 彼此 接近 的 。 特 别 是 当 XXOm, d/OO 40, k f 是 浸入 。 
因为 M, 负 是 紧 致 的 ， 故 f 是 映 上 的 ， 因 而 f:M 一 用 是 非 退 化 
AD. M Ef C* 映 射 。 

LEMMA LEAR, LMR AHA RR A 
9:M>M, Fit ge f:M—>M 是 非 退化 的 映 上 的 CRRA, tho e 
JARS. HS, 的 构造 可 知 ，g。f 和 伍 同 映射 是 彼此 接近 
的 ， 故 9。f 同 伦 于 恒 同 映射 因而 9g。f:M->M 是 重 数 为 1 的 
覆盖 映射 ， 即 9。f RRA, HAS 是 可 微 同 胚 。 

第 二 个 工具 是 在 有 一 定 半 径 的 测 地 球 内 的 调和 坐标 系 的 存 
在 性 .在 黎 曼 流 形 M 上 的 局 部 坐标 系 {xz:,…;x"} 称 为 调和 坐标 系 ， 
如 果 每 一 个 坐标 函数 x! 是 调和 函数 ， 即 Ax! =0, Vi. BAR, i 
和 坐标 系 的 存在 性 是 肯定 的 〈 参 看 [GEW1],[GEW2]) ,问题 在 于 
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调和 坐标 系 的 定义 域 可 能 非常 之 小 。Jost A Karcher 证 明了 (2 
看 [JK]); S Mete, A,n), MEE Re = Ri, 4,5o,zo)， 
使 得 对 于 任意 的 xE M， 在 测 地 球 BOR.) LAWARA, 
S57), JERLSAM BORSE RE EAUX 
g= 91g, gdh! dh? 
isd 
时 ， 它 的 度量 系数 9: 满足 
lgi; lev» eo, (14) 
Jerk e ERIK n, A, ôo (0<a<1) 的 常数 。 此 外 ， 如 果 f 
是 B(x,Ro) 上 的 调和 函数 ， 则 
M lere et M Deo, a5) 
其 中 ARRS n, A,0,, 70,0 有 关 . 关 键 是 证 明 估计 式 (14) , (15) 
在 有 固定 半径 Ro 的 球 上 成 立 ， 而 Re 只 依赖 已 知 量 ,A,60,v0。 
现在 扼要 地 叙述 [GEW3] 的 证 明 。 设 BR) 是 根据 Jost- 
Karcher 定理 所 构造 的 测 地 球 。 设 x! € B(x,R) [Efi h! (x) =0， 
vu BRE 
Hex! R = [ve Bo, 220^ a» «n }. 


可 微 同 胚 于 半径 为 R 的 欧 氏 球 ， 则 称 它 为 调和 球 (条 件 是 
HG, R 与 3B(x,R) 不 相交 )。R’ 称 为 调和 球 半 径 。 能 够 证 明 
存在 实数 1E (0,1)， 使 得 当 及 (x ,P》 为 调和 球 时 ， 相 应 的 测 地 
BR B(x! , AP) A B(x’, P/A) 满足 
B(x! , AP) CH (x! ,P) CBX’ ,P/A)s a6) 

并 且 对 于 每 一 个 B(x*,R)， 存 在 调和 球 H(x’,XR)CB(x,R)。 因 
此 在 做 通常 的 几何 论证 时 ,我 们 在 实质 上 能 用 调和 球 取代 测 地 球 ， 
好 处 是 有 估计 式 (14) 和 (15)。 

设 R 是 一 个 十 分 小 的 实数 。 在 多 中 给 定 一 个 序列 M" A 
Qk) aR M* 中 能 够 包含 的 互 不 相交 的 、 半 径 为 R 的 调和 球 的 最 
大 个 数 。 根 据 Bishop-Gromov 的 装填 性 质 ， 总 可 以 假定 
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Qdo2Qez-* an 
(在 必要 时 ， 过 渡 到 {M*} 的 一 个 子 序列 )。 用 {HE R) 表示 
M* 中 互 不 相交 的 调和 球 的 极 大 组 . dr Re = R/(QAD, HHE, 
Ro)} 构 成 了 M* 的 覆盖 。 W H.C, Ro) 简 记 作 At, MAR MH 
选取 子 序列 之 后 可 以 假定 ， 对 于 每 一 对 固定 的 ij, TE 的 条 件 
之 一 成 立 : 
HiQ Hj =ø, Vk, 
或 者 
Hi Hj, wk. 
把 Hf 通过 调和 坐标 与 欧 氏 球 BO, R) 等 同 起 来 ， 这 就 给 出 了 
C* 映 射 
fí,IHEARH,.mEHI. (18) 
现在 
M*-Hf U Em U yk, 


M-M'-Hi U-- URS 
利用 (15) 和 (18) 我 们 可 以 构造 C - FY GR TUR 
f*:M*M, 
难点 在 于 求 得 只 依赖 n, A,0,, 09,0 而 不 依赖 天 的 常数 co， 使 得 对 
于 M* 的 任意 切 向 量 v 有 
ldf*(v) |>colv|, (19) 

其 根据 仍然 是 (15)。 设 g%* 是 M* 上 的 JE 曼 度 量 。 由 (14) 利 (19) 
得 到 ，M 上 的 度量 族 {[(f*)-'J*g*} 是 C'* 有 界 的 ， 因 此 由 
Arzela-Ascoli 定理 ， 它 收 化 于 C'"- 度 量 g。 很 明显 ， 共 含义 就 
E (ME, gt) “4M, 9), | 

在 这 里 我 们 补充 一 些 一 般 性 的 注 记 。 在 上 面 已 经 指出 ， 调 和 
坐标 是 一 个 基本 的 工具 ， 但 是 似乎 是 De Turck 和 Kazdan 首先 指 
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出 ， 这 些 坐 标 是 可 以 用 来 争取 最 ATRE (DEK). Kk, 
[JK] 的 文章 比较 难 念 ， 但 是 Jost 在 [JJ 中 似乎 将 [JK] 的 结果 说 得 
清楚 一 点 。 最 后 ， 关 于 Hausdorff 收敛 ， 最 近 有 相 当 大 的 发 展 。 
-一 方面 有 Cheeger 和 Gromov 的 工作 ， 见 [CG] 以 及 Pansu 作 的 综 
合 报告 [PA]， 另 一 方面 有 Fukaya 的 许多 文章 。 我 们 只 录 出 [F11 
一 [F4] 以 作 参 考 。 


tB] 


[BK] 


[CJ 


[CE' 


rca? 
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